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ПРЕДИСЛОВИЕ 


В книге излагается метод канонического оператора 
Маслова для нахождения асимптотических решений 
псевдодифференциальных уравнений. Классический ме- 
тод ВКБ, названный так по имени его авторов: Вентце- 
ля, Kpamepca, Бриллюэна, был-создан для нахождения 
квазиклассических приближений в квантовой механике. 
Простота, наглядность и «физичность» этого метода бы- 
стро завоевали ему популярность: специалисты по ма- 
тематической физике безоговорочно приняли его на 
вооружение, и число публикаций, связанных в той или 
иной мере с методом ВКБ,`к настоящему моменту не 
поддается, по-видимому, подсчету. 

Альтернативное название метода ВКБ в задачах ди- 
фракции — лучевой метод или метод геометрической 
оптики — показывает, что приближения в методе ВКБ 
строятся с помощью лучей. Более точно, с помощью лучей 
строится первое приближение метода ВКБ (выделяется 
сингулярная часть) ‚ после чего применяются обычные ме- 
тоды (регулярной) теории возмущений. 

Однако лучевой метод неприменим в точках прост- 
ранства, где лучи фокусируются или образуют каустику. 
Математически этот факт проявляется в том, что в та- 
ких точках амплитуда волны бесконечна. Физики знали 
некоторые «эталонные» уравнения (например, уравнения 
Эйри), решения которых были определены всюду, вклю- 
чая фокальные точки. Естественно поэтому, что первы- 
ми и наиболее удачными попытками справиться с труд- 
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HOCTAMH, возникающими в фокальных (каустических) 
точках, был так называемый метод эталонных уравне- 
ний, сущность которого состоит в замене произвольного 
уравнения в окрестности фокальной точки некоторым 
стандартным (‹эталонным»). Метод эталонных уравне- 
ний привлекает своей простотой и законченностью ре- 
зультатов: действительно, даже в окрестности особых 
точек решения представляются посредством функций, 
значения которых, как правило, протабулированы. Пре- 
красным изложением метода эталонных уравнений мо- 
жет служить книга В. М. Бабича и В. С. Булдырева [1]. 
Но метод эталонных уравнений, хорошо работающий в 
классических задачах математической физики, оказы- 
вается недостаточно общим для того, чтобы получать 
асимптотические решения многих интересных задач в 
теории дифференциальных и псевдодифференциальных 
уравнений с частными производными. 3 

Мощным инструментом для решения задач такого 
рода является созданный В. П. Масловым в 1965 году 
принципиально новый метод получения асимптотических 
решений — метод канонического оператора [1], He вда- 
ваясь в сущность метода *), отметим его универсальность. 
Метод канонического оператора работает в таких, каза- 
лось бы, далеких друг от друга областях, как квазиклас- 
сическая асимптотика квантовой механики и проблема 
устойчивости разностных схем, задача о распростране- 
нии «в большом» разрыва решений гиперболических 
уравнений и коротковолновая асимптотика в задачах 
дифракции, распространение волн в ионосфере и пробле- 
ма существования и единственности в общей теории псев- 
додифференциальных уравнений. 

Метод канонического оператора вскрыл также топо- 
логическую природу известного эффекта о скачке фазы 


*) См. по этому поводу Введение. 
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якобиана при переходе через фокальную точку. В част- 
ности, В. И. Арнольдом [1] был вычислен характеристи- 
ческий класс, входящий в условия квантования и реали- 
зующий так называемый индекс Маслова на лагранжф- 
вом многообразии. Индекс Маслова, как и условия кван- 
тования, играет основную роль при нахождении асимп- 
тотики спектра. 

В настоящее время метод канонического оператора 
Маслова широко используется как советскими, так и за- 
рубежными математиками в различных задачах, связан- 
ных с асимптотическими разложениями. Мы здесь хотим 
отметить в первую очередь работы В. И. Арнольда [1] — 
[4], В. С. Буслаева {1], [2}, А. М. Виноградова [1], Е. М. Bo- 
робьева [1], Ю. А. Кравцова [2], В. В. Кучеренко [1] — [5], 
В. П. Маслова [2], А. С. Мищенко и Б. Ю. Стернина [1], 
А. С. Мищенко, Б. Ю. Стернина, В. Е. Шаталова [1], 
Ж. Лере [1], Д. П. Экмана, Р. Сеньора [1], Д. М. Сурио 
[1], А. Bopoca [1], [2] и др. 

С точки зрения метода канонического оператора вы- 
зывает большой интерес целый ряд тонких и изящных 
исследований по математическим задачам дифракции, 
проводимых ленинградскими математиками В. М. Баби- 
чем и В. С. Булдыревым [1] и др. (см. библиографию). 

Наконец, упомянем еще об одном аспекте, связанном 
с каноническим оператором,—о формуле асимптотиче- 
ского разложения интеграла быстро осциллирующей 
функции. Эта формула играет основную роль при дока- 
зательстве инвариантности канонического оператора; 
она используется при установлении формулы коммута- 
ции псевдодифференциального оператора и быстро 
осциллирующей экспоненты и является важным инстру- 
ментом теории. Фундаментальные результаты, касаю- 
щиеся разложения интеграла быстро осциллирующей 
функции методом стационарной фазы, принадлежат 
М. В. Федорюку [1] — [3]. 
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В недавних работах В. И. Арнольд [1] —[3] исследо- 
вал асимптотику интеграла в «неморсовском» слу- 
чае и нашел связи порядка убывания с числами Кок- 
стера. 

Часть I этой книги (главы I, II, ПГ) написана 
А. С. Мищенко, главы IV, VI и параграфы 2, 3 главы VITI 
написаны Б. Ю. Стерниным, глава У и параграф | гла- 
вы УШ написаны В. Е. Шаталовым. Глава УП написана 
совместно Б. Ю. Стерниным и В. Е. Шаталовым (при 
участии В. Г. Ошмяна и В. Е. Назайкинского). 


Авторы 


ВВЕДЕНИЕ 


В книге излагается построение асимптотических по 
малому параметру # решений дифференциальных 
(и псевдодифференциальных) уравнений. Эти асимптоти- 
ческие решения строятся с помощью метода канонического 
оператора Маслова, позволяющего получить не только 
локальные, но и глобальные решения рассматривае- 
мых уравнений. Целью этого введения является иллю- 
страция наиболее важных явлений, возникающих при 
построении асимптотических решений 1/й-псевдодиффе- 
ренциальных уравнений как с вещественным, таки с 
комплексным символом (гамильтонианом). Этим отча- 
сти определяется стиль изложения материала во Введе- 
нии. Мы излагаем материал «эвристически», не в стро- 
гой логической последовательности, опуская иногда не- 
которые подробности в определениях и доказательствах 
в тех случаях, когда эти подробности имеют технический 
характер и приводят к усложнению формулировок. Для 
иллюстрации метода мы рассмотрим ряд примеров, на- 
чиная с самых простых. 

1. В качестве первого примера мы рассмотрим обык- 
новенное дифференциальное уравнение с постоянными 
коэффициентами. Именно, пусть 


п 
Pa(p) = У ар! 
j=0 
— некоторый полином от одной переменной р степени пн. 


С помощью формальной замены переменной р Ma опе- 
ратор 
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в полиноме P,(p) мы получим дифференциальный 
оператор 


Pa (p) = Pn (- #4) = 3 a) (— ity! —— col 


с постоянными (зависящими от #) коэффициентами. 
Рассмотрим задачу построения решений однородного 
уравнения 


Pr (р) (x) = Ха, (— in)! na =0, (1) 


В соответствии с методом Эйлера будем искать решение 
этой задачи в виде 


4 (x) = exp {i = x} с, c= const. (2) 


Поскольку 
^ dh + d i р i 
рехр{: 7 x} с=— и [exp (ем <] =i} exp {ae} 


то, подставляя функцию (2) в уравнение (1), получим 
соотношение 


Ри (р) (+) = Pa (№) ехр {+ ме =0. (3) 


Для того чтобы удовлетворить уравненню (3), мы долж- 
ны потребовать, чтобы число А было решением (алгеб- 
раического) уравнения 


Ри (A) = 0, (4) 


которое обычно называется характеристическим уравне- 
нием для дифференциального уравнения (1). Мы будем 
называть уравнение (4) и аналогичные уравнения, кото- 
рые получим в дальнейшем, уравнениями Гамильтона — 
Якоби. 

Заметим, что в обозначениях, принятых Н механике, 
можно переписать решение уравнения (1) в виде 


$ (x) = exp [$ (he 


где функция 5$ (х) =Ах называется действием. Мы будем 
и в дальнейшем придерживаться этой терминологии, 


р ВВЕДЕНИЕ +1 


Заметив, что при этом а 
А=05/дх, 


уравнение (4) можно переписать в виде, совпадающем с 
классическим видом уравнения Гамильтона — Якоби: 


Р„ (OS (x) [9х) =0. (5) 


Тот факт, что решением уравнения Гамильтона — Яко- 
би (5) является линейная функция, связан с частным ви- 
дом рассмотренного уравнения (уравнения с постоянны- 
ми коэффициентами). Кроме того, заметим, что решение 
уравнения Гамильтона — Якоби (5) существует при всех 
x («в целом»); более того, в данном случае мы получили 
не асимптотическое, а точное решение уравнения (1). 

2. В качестве следующего примера рассмотрим линей- 
ный дифференциальный оператор 


Я м 0 ао 
Е-+Р, (р) = ih + Pal ih =) 


с частными производными, где Р,(р) — полином (1). Мы 
ввели здесь обозначения 


Рассмотрим задачу Коши для дифференциального опе- 
ратора 


E Е + P,(p) 
с начальными условиями специального вида: 


IE + Polly (%, 9 = [—ih + Pa(— и) vs t) = 0, 
4 (x, 0) == exp [аз] Co —@, Су = CONSE. (6) 


По аналогии с уравнением (1) ищем решение задачи 
(6) в виде 


Уд exp [ых +]. (7) 
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Подставляя функцию (7) в систему (6) и учитывая соот- 
ношения 


Еф (х, д = ( —ih +) exp { бах + igo} Е 
= @хр | (At + 2 rel; 
p(x, t) = (- ih *) exp (> (ye + ap} c= | 
= exp {= (ах + 2.0] dat, 


получим 


(E + Pa G(s, 9 = р [вых +0} thy + Pa Odio = 0, 
ы (x, 0)'= eap {; ae} c= exp {a4} Co. 


Эти равенства показывают, что для того, чтобы функция 
(7) была решением задачи (6), необходимо потребовать 
выполнения соотношений 


^+Р, (1) =0, м=а, C=Cy. (8) 


Первое из них есть уравнение Гамильтона — Якоби для 
задачи (6). Если обозначить действие, входящее в форму- 
лу (7), через $ (х, #): 


$ (x, К =At+Ael, 


то можно записать уравнение Гамильтона — Якоби в 

виде 

9$ 9$ 
95 \ 20, 9 
(+, )= (9) 


Соотношение A,=@ дает начальное условие для урав- 
нения (9), которое можно записать в виде 


$ (x, 0) =S, (x) =ax. (10) 


Уравнение (9) вместе с начальным условием (10) 
представляет собой задачу Коши для нелинейного урав- 
нения Гамильтона — Якоби. В рассматриваемом случае 
решение этой задачи легко может быть получено непо- 
средственно. Именно, соотношения (8} дают выражение 
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для функции S (x, ft): 
$ (x, t) =ax—P, (a)t 
и формулу для решения задачи (9): 


p(x, ) = exp | (ах — P, (а) i} Co: 


Отметим, что и в этом случае получено решение уравне- 
ния Гамильтона — Якоби в целом (в виде линейной 
функции), а решение (x,t), определенное последней 
формулой, является точным (а не асимптотическим) ре- 
шением задачи (6). 

3. Для иллюстрации дальнейших особенностей тео- 
рии мы заменим начальное условие в задаче (6) на бо- 
лее общее. Именно, рассмотрим задачу Коши 


В + Р, (2) v(x, ) =0, 
$ 0 = exp {= (hue +0 (x) 
Будем искать решение в виде, аналогичном (7), с 


очевидным изменением, связанным с видом начального 
условия: 


(11) 


i 
p(x, 1) = exp a (hx +i bo (x, 1. (12) 
При исследовании уравнения (11) выявляются су- 
щественные отличия от двух рассмотренных ранее слу- 


чаев. Проведем подстановку функции (12) в уравнение 
(11). Для этого используем соотношения 


Ep(s,) = (- ih) >) ехр {+ ых dat) e(%, = 
= exp fe (yx + 2} [m0 (x, 2) | -~ 
= exp | (yx +) [№ —ih [ow t), 
P(X, )= (—in >) exp [ вх ый] д = 
= exp {+ их + ia} [ле (x, f) —ih aan ыы 
= exp [бы + м — ih matics f). 


ca 
at 
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В результате получим 
Е +, (Pv (x, 8) = exp {вых + | (hy — ih) + 
os (m1 —ih | p(x, =0, (13) 


где 
„д О 
P, (iy —-.) = da; (m1 — и.) : 
Начальные условия системы (11) дают 
ap (x, 0) = exp {= rx} p(x, 0) = exp {- ax} Фо(х), 


и достаточно потребовать, чтобы были выполнены соот- 
ношения 


№=а,- (x, 0) =фь(х). 


Заметим теперь, что выражение в квадратных скоб- 
ках, стоящее в правой части соотнощения (13), представ- 
ляет собой полином относительно переменной Я с коэф- 
фициентами — дифференциальными операторами. Для 
вычисления коэффициентов заметим, что рассматривае- 
мое выражение 


д д 
и) +2. -# =) 


можно получить из функции 
(Az—ihE’) +P, (A—ihp’) =F (В) (14) 


формальной заменой Е” na 09/0 и р’ на 9/дх. Разложим 
функцию (14) в ряд Тейлора по переменной h. Посколь- 
ку Р,„— полином степени п, полученный ряд Тейлора 
обрывается на п-м члене: 


п nk & 
Е® =У ——F(h) = (Ay + Pr (Ax) + 
k=0 Rl dh h=0 
ome OP, р = nk oP a nk 
+h(—iE Гы р) + ыс а р 7. 


Если в выражении (14) произвести замену E’ на 0/0 и 


„ить ARS ii CI £8 


eres any ames 
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р’ на д/дх, то получим равенство 


+ O „ 9 
(4 —ih >) + Pa (hs —ih 5) = Oa + Pa (a) — . 
Png yO) р (itt Pn и, at 
др (1) >.) ar х Rl apt (Ay) ae . 


—in(S + 


С учетом последней формулы соотношение (13) мож- 
но переписать в виде 


exp fe (ax + Myf] {(ts + Pn (a)? (x, )— 
2 [90.0 у Pn | Op (ast) 
—th( PEED 4 He gy PEO) + 


пр akp 
У Sate 2960. |- о. (15) 
Из формулы (15) видно, что с помощью выбора констант 
№, Аз и функции ф(х, В} нельзя получить точного решения 
задачи (11). Однако, приравнивая к нулю возможно 
большее число членов в разложении (15), мы получим 
асимптотическое по й решение задачи (11). 
Таким образом, получим уравнение 


а+Р, (Mu) =0 (16) 


для определения констант Ay и А. и уравнение 


ag (x, t) OP, (№) ap(x,t) _ 
т др дх и. ий 


для определения функции ф(х, #). Уравнение (16) назы- 
вается уравнением Гамильтона — Якоби, а уравнение 
(17) — уравнением переноса. 

Уравнение Гамильтона — Якоби решается в точности 
так же, как и в предыдущем случае. Решение этого урав- 
нения записывается в виде 


Av=O, №=—Р, (9%), 5(х, t) =ax—Pa(a)t. 


Уравнение переноса можно переписать в более удобной 
форме, эквивалентной (17). Рассмотрим на плоскости 
(x, Е) векторное поле, координаты которого не зависят OT 
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oP 
хифи равны v= (“2 (Ai); 1)(pue. 1): Тогда в левой ча- 


сти уравнения стоит производная вдоль траекторий век- 
торного поля у. Уравнение 
t переноса может при этом 

быть записано в виде 


dg/dt=0, (18) 


Г где d/dt — производная 
1 вдоль поля У. Из уравнения 
ie (18) видно, что функция ф 
должна быть постоянной 
вдоль траекторий векторно- 
го поля У (это обстоятель- 
ство объясняет название 
«уравнения переноса»: амн- 
литуда p(x, t) функции (12) 
переносится вдоль траекторий векторного поля У). 
Отметим, что, в отличие от двух ранее рассмотренных 
случаев, мы не получили точного решения задачи. Бо- 
лее того, правая часть уравнения (11) обращается в 
нуль с точностью до членов порядка О (#?). Чтобы по- 
лучить дальнейшие члены асимптотического разложения, 
нужно искать функцию ф(х, #) в виде формального сте- 
пенного ряда по переменной A: 


со 
p(t, = УФК, д. (19) 

150 
Как видно из формулы (15), для функции фь(х, #) мы сно- 
ва получим уравнение переноса (18). Нетрудно пока- 
зать, что функции ф (х, В можно последовательно опре- 
Делять таким образом, чтобы правая часть в уравнении 
(11) имела порядок О (#*) для любого целого s>0, если 
в разложении (19) взять достаточно большую частичную 

сумму ряда. 

Рассмотрим, например, уравнение для функции 
ф: (х, t). Выделяя в уравнение (15) члены порядка A’, 
получим уравнение 
О ба yy opr tT Pn yy Pow 
a р (1) re 2 OP (A) дз 


Рис. 1. 
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которое с учетом определения производной d/dt может 
быть записано в виде 


(Ay) 22, (20) 


Если определить функцию g(x, #) из уравнения (18), 
уравнение (20) позволяет вычислить функцию ф,(х, t) 
интегрированием вдоль траекторий векторного поля У. 

Рассмотрение членов уравнения (15), имеющих по- 
рядки f°, ht, ..., позволяет получить рекуррентную си- 
стему для определения функций ф,(х, Й, причем каждая 
следующая функция получается из предыдущих с по- 
мощью интегрирования вдоль траекторий векторного 
поля у. 

4. В качестве простейшего примера уравнения с пе- 
ременными коэффициентами рассмотрим нестационар- 
ное уравнение для квантовомеханического осциллятора: 


[E+ 5G +296, 90, 4.0 = exp {> а] о (9). 
(21) 


Поскольку коэффициенты в уравнении (21) не постоян- 
ны, то нет оснований предполагать, что функция S(x, f) 
будет зависеть линейно от x и Ё Поэтому асимптотиче- 
ское решение задачи (21) будем искать в виде 


* (x, f) = exp {rs (x, 9] (x, 9, (22) 


причем для простоты ограничимся нахождением только 
первого члена асимптотики по A. 

При подстановке функции (22) в`задачу (21), как и 
ранее, имеем 


[é ++ №). = 


= [1.5.9 {[5; tale ee 


in| +S S | oe 9+0) = 0, 


Ox ax 2 
фе, = exp{— Sx, Oho, 0) = кр. =] (x), (23) 
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откуда получаем уравнения Гамильтона — Якоби 


os I fos 05 \*\ _ 
ви] a 
и уравнение относительно функции $: 
99 (x,t) 9$ aoe (x, t) 1S  _ 
а ee aa о г 


Начальные условия для уравнений (24) и (25) получа- 
ются из второго из соотношений (23): 


S(x,0)=ax, (x, 0) =фь(х). 


Уравнение (24) Гамильтона — Якоби, как и ранее, 
является нелинейным уравнением в частных производных 
(не содержащим искомой функции 5). Однако, в отличие 
от уже рассмотренных случаев, это уравнение не допус- 
кает тривиального решения в виде линейной функции 
от х. Для решения этого уравнения воспользуемся мето- 
дом характеристик. Запишем соответствующую систему 
Гамильтона обыкновенных дифференциальных уравне- 


ний, отвечающую гамильтониану H (x, p) = (+): 


x=H,=p, p=—H,=—k (26) 
с начальными условиями 
S, 
ХО, p(0)= 2 (xq) = a = Po"). (27) 


Систему (26), (27) можно решить явно: 
x (хь й = x, cost-+asint, p(x, == acost—xysinf. (28) 


Из механики известно, что решение $(х,Ё) уравнения 
(24) может быть записано в виде 


t 
S (x, f) = So(%) + | (ode На» (29) 


*) Мы пользуемся здесь механическими аналогиями, подсказан- 
ными видом уравнения (24). 
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где интегрирование проводится вдоль траекторий систе- 
мы (28), а х›(х, ¢) — функция, определяемая первым из 
соотнощений (28). 

Мы дадим сейчас несколько другую интерпретацию 
соотношения (29). Рассмотрим множество точек (х, р), 
заданных соотношениями (27), когда xX, пробегает пря- 
мую В. Это множество точек есть подмногообразие Г. в 
плоскости (x, p) (прямая, параллельная оси Ох). Будем 
рассматривать уравнения (28) как соотношения, опре- 
деляющие эволюцию многообразия L, во времени. Не- 
трудно видеть, что прямая L, вращается вокруг нача- 
ла координат с постоянной угловой скоростью, так 
что вектор X(X, t), Р(х, f), получается из вектора 
(%, Po) с помощью ортогонального преобразования с 


матрицей 
( cost sint 
—sint vost)" 


Если изобразить траекторию движения прямой L, в коор- 
динатах (x, р, Г), TO мы получим двумерную поверхность 
Г.в В (винтовая поверхность; см. рис. 2). 
Интерпретируем теперь формулу (29) в терминах 
поверхности С. Поскольку функции (х, #) являются 


Рис. 2. 


глобальными координатами на многообразии L, то суще- 
ствование решения х.(х, #) первого из соотношений (28) 
означает, что мы рассматриваем ту часть поверхности L, 
которая диффеоморфно проектируется на плоскость 
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(х, #). Как видно из рис. 2, мы должны ограничиться при 
этом значениями переменной 2 меньшими чем л/2. Та- 
ким образом, в отличие от рассмотренных ранее случаев, 
мы не получаем глобального решения уравнения (24). 
Мы можем, однако, «поднять» решение $ (х, ¢) урав- 
нения (24) на поверхность L*). При этом функция $ на 
поверхности L будет удовлетворять соотношению 


`а$=рах—Н dt. (30) 
Отметим особо, что решение уравнения (30) существует 
на поверхности Ё уже глобально, т. е. при всех #>0. 


Рассмотрим теперь уравнение (25). Для упрощения 
этого уравнения сделаем подстановку 


p(x, © = фи (x, В/У дх/дж. 


Заметим, что уравнение a можно переписать в форме 


op , OS Op , 1 HS ap , :0 , 1 OS _ 
eo eo пай" pe ПО oe 
dp LOS 0 
че РЭ д ® : 


где 4/4 — производная вдоль траекторий системы Га- 
мильтона (26), спроектированных на плоскость (x, ft). 
Далее имеем 


$(f)-0-d0-2(6)-as 


хо дх Ox? джо 


Воспользовавшись последним соотношением, проведем 
требуемую подстановку 


а 1 1 as 2 

om 4/_M_)\4 18S om 

= ( )+ 2 ax? Wox/or, 
оо ты 195 


У dt 2 (010 дла ax, | 2 да Woxjox, > 


= (2)" * dor 
Ox, dt ` 


Мы приходим, таким образом, к уравнению переноса 
—— $ 


*) Мы будем обозначать функцию $, «поднятую» на поверх- 
ность, той же самой буквой $. 


mn i i i 65555558003 х 
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относительно функции фи: _ 
4h =, (31) 


* 


которое мы будем рассматривать как уравнение OTHOCH- 
тельно поднятой на поверхность Г. функции gy. Производ- 
ную d/dt можно рассматривать также как производную 
вдоль векторного поля 


касающегося поверхности Ё. Однако, в отличие от урав- 
нения (20), векторное поле лежит теперь на поверхности 
Г в фазовом пространстве (Xx, р, #) (а не в пространст- 
ве (x, #)). Отметим, что уравнение переноса в форме 
(31) имеет также глобальное решение на поверхно- 
сти Г. 

Несмотря на существование на поверхности глобаль- 
ных функций S, qi, мы не можем пока определить гло- 
бальное рещение wp уравнения (21}, поскольку поверх- 
ность L при #=л/2 перестает диффеоморфно проектиро- 
ваться на пространство (х, 1). Однако этими функциями 
можно воспользоваться для построения глобального ре- 
шения, если в окрестности точки #=л/2 перейти к пре- 
образованию Фурье в уравнении (21): 


~ 


д FSA) (mA) [рр], 0 ap. 


При этом уравнение (21) перейдет в уравнение 
a 1 ^ ~ 
Ё hie Cate 2 фир, t) = 0, 


где x=ih д/др. Решение этого уравнения мы будем ис- 
кать снова в виде, аналогичном (22): 


Ур, = exp [5 (р, 9] $ (9 


в окрестности точки {=л/2. Для того чтобы получить pe- 
шение, продолжающее решение w (x, #), полученное ранее, 
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необходимо потребовать, чтобы при 0<db<ti<n/2—8 


5%)" (ex {; (S (x, 8 —px)}9 (x, дах = 


-с 


= [р oe (p, ). (32) 


Соотношение (32), вообще говоря, не может быть вы- 
полнено точно. Однако мы можем подобрать функции 5 
и фтак, чтобы (32) было выполнено с точностью до чле- 
нов порядка О(й); этого достаточно для получения пер- 
вого члена асимптотики. Согласно известной формуле 
асимптотического разложения, нулевой член разложения 
интеграла, стоящего в левой части соотношения (32), 
равен 


(— "expel (9650 —25}9 (* Denson У 


915 (x,t) ° 
дх? 


причем аргумент выражения, стоящего под знаком квад- 
ратного корня, выбирается равным 0 или —л в зависимо- 
сти от знака этого выражения, а функция х (р, #) есть ре- 
шение уравнения 


р“: 9-0 (33) 
Xx 


относительно х. 

Для совпадения правой и левой частей соотношения 
(32) с точностью до членов порядка О(й) нужно поэтому 
потребовать, чтобы 


S(p, 1) +S (x, t)— px | gps 


Ф(р, t) = ————__ . 
и 91$ (x, 1) 
ox? x=ux(p,t) 


Поскольку на поверхности L имеет место равенство 
9$/дх=р, то решение уравнения (33) является функцией 
перехода от координат (р,#) к координатам (x,t) на 


+ 


i дд 
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поверхности L при 6<t<n/2—é. При этом нужно поло- 
жить $ =5—рх на поверхности Г. Далее, 


ыы И Be Ук ‘ar 
Ox? Ox? aes 


При этом аргумент arg др/дх, необходимо положить 
равным 


arg SP = arg 3 + arg (-5=) += (34) 


для каждого выбора аргумента функции — 0*5/0л*. 

Таким образом, в окрестности точки л/2 решение 
уравнения (21) представляется в виде преобразования 
Фурье от функции 


exp [+8 — 2} уда 


5. Перейдем теперь к общему случаю. Для иллюстра- 
ции методов, применяемых нами, мы выбрали задачу 
Коши, поскольку решение последней наглядно и геомет- 
рично демонстрирует идеи и методы, применяемые в ра- 
боте. На примере задачи Коши мы хотели бы начать 
изложение «с нуля» и построить канонический оператор 
непосредственно в процессе решения дифференциально- 
го уравнения. 

Итак, ее следующую задачу Коши: 


—-ih cL + H (x, Ps = 0, 
(35) 
i 
Pine = EXP {7 So(2)} 90 (2. 
Здесь функция H (x, р, #) удовлетворяет оценке 


| DEDBH (x, р, t)| < Cap (1 + |х| + |р| 
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при каждом мультииндексе (ав), а выражение 
H (x, р, typ (x) означает по определению следующее: 


H (x, р, 9% (x) = {РИН (x, р, 9 В (ХУ 
где 


— \n/2 
Рф = = (=) | exp{—i j <P 2 ф(х) dx, 
вп 


а Ру", — сопряженное преобразование. Таким образом, 
например, р = — th д/0х. 

Мы будем искать асимптотические при #—0 решения 
этой задачи в следующем смысле. Функции p(x, 5 №) мы 
назовем асимптотическим решением порядка г—0, если 
при подстановке этой функции в левые части соотноше- 


ний (35) мы получим величину порядка О (й"). При этом. 


величина функции оценивается по норме некоторого 
функционального пространства (точные формулировки 
смотри в тексте). Для простоты мы будем искать асимп- 
тотику второго порядка. Схема решения задачи следую- 
щая. Ищем решение задачи (35) в виде 


p(x, t, A) = exp („$ (x, 5} (x, 2). (36) 

Подставляя выражение (36) в систему (35), имеем 
exp{ S(x, Oh ih tH (x So — ihe, t)) ox t)= 
= 0 (13). 


Учитывая, что ехр {St )}=0(1), и разлагая полу- 


ченное выражение по степеням A, получим с учетом (35) 


9$ 95 д _ = 
StH (« =, 7 =0, S|, = So() (37) 


es oH 6 1 OS OH [96° t) =0, 
% © Op; act 2 дмдх! др: OP; 
(38) 


@ lise = Фо (x). 


———ЫЫФ—Ф—Ф&Ф&Ф&ё мж—ы=ы = ——ыы 
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Здесь и ниже по повторяющимся индексам предполагает- 
ся суммирование. 

Для решения уравнения (37) применяем метод ха- 
рактеристик. Составляем систему Гамильтона в прост- 


ранстве В; ФВФВ:: 
#=Нь р=—Нь хех, р(0)=2%®| | (39) 


дх nmi, 


Пусть x(%, t), p(%o, t) — решение системы Гамильтона. 
Тогда уравнения 


х=х(х,й, р=Р(ж, 1, 
x= (м, ..., д"), P= (Dy ..., 2), MER CER, 


определяют многообразие L размерности n+1 в прост- 


ранстве В ФВ,,ФВ; с краем {#=0}. Доказывается, что 
на этом многообразии замкнута форма 


рах—Н (x, р, t)dt=o. 


Поскольку многообразие Г, односвязно, то форма в точ- 
на; кроме того, при #=0 имеет место равенство 
9$ . 
dS, = — ди = pdx’. 
дх хх 


Поэтому существует решение задачи 


dS’ =a|,, 8, =5 (>. 


Пусть теперь И — такая открытая окрестность в прост- 
ранстве В ФВ: множества {=0}, на котбрую одно- 
значно проектируется многообразие Г, т. е. разрешимы 
уравнения х=х(х., К) относительно Xo: = (х, t). Тог- 
да функция 


$(%0=5'(%й = (п2)"5' (9), 


X= Xo(%,4) 


где л„: [->В ФЕВ: — проекция, является решением в U 
задачи (37). . 
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Решение уравнения (38) в области И ищем с по- 
мощью подстановки 
, р 7-1/2 
9(% = (9 | 2] 
Dxy 


« 


XX o(%,t) 


Поскольку функция J=Dx/Dx, удовлетворяет уравне- 
нию Лиувилля 
а nie a д ( OH 
4 (in J) = div ун)=-. (5, }, 
dt axt \ др; 
TO для функции ф, заданной на многообразии L, нужно 
потребовать выполнения соотношений 


d 1 @H , 
[+ + р? at ap, Le = 0, P lt, = Фо (x), (40) 
где d/dt — ограничение векторного поля 
д д эн д oH Эд 
— ЧУН) = +—-—- — 41 
ot НУ) at + Op; ax’ — ax’ OP; ah 


на многообразие L. 

Из (39) следует, что d/dt есть производная вдоль тра- 
екторий системы Гамильтона (39). Заметим также, что 
из способа построения многообразия L следует, что оно 
инвариантно относительно векторного поля (41). 

Можно доказать, что в окрестности тех точек много- 
образия L, для которых проекция Nz имеет особенность, 
существует такое множество индексов [< {1,2,...,п}, 
что уравнения 

м = (х,й, iel, 
(42) 


Pj = Ру (Xp t), jel=(1, 2, ..., п}, 
разрешимы относительно хо: 
Жо = %(х', pp 0). 
В окрестности таких точек мы совершаем переход в урав- 


нении к преобразованию Фурье по переменным х": 


p(x, 4h) = Fea (x!, Pp th); (43) 
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при этом для ‘PyHeuim tp; получим уравнение 


— nee РЕН, Я, БР д = 0), #= ihe. 
[4 > 
Аналогично рассмотренному выше, ищем функцию 1 

в виде 


и Bye tH) = exp (5 pp Е $. 


При этом доказывается, что в качестве функции 5; мож- 
но взять функцию 
Six, рть t) = (пп) {S (Xf) — 21 (Xe 8) 77 (Xp 9}, 

а функция ф на многообразии Ё должна удовлетворять 
уравнению (40). Здесь ль: L-+>RiOR; »DRi— проекция, 
л] существует в рассматриваемой окрестности в силу 
существования решения системы (42). 

Обозначим через U, область на многообразии Г, на 
которой отображение x, невырождено. Чтобы формулы 
(36) и (43) определяли одно и то же решение (с точ- 


ностью до Ah) уравнения (35), необходимо, чтобы выпол- 
нялось соотношение 


i Dre 
exp{7 Sis d}a(n [=| = 
es | В, р] 
— Ив _ р ра EAE 55 
ве 9 few {is, (x, pi. 9} =. | +] +00 (44) 


в тех точках U;, где проекция л; невырождена. Оказы- 
вается, что (В односвязном случае) можно так подобрать 
I 
№ D(x » Pz) " р 
аргументы функций an B каждой из окрестностей U;, 
X, 


чтобы соотношение (44) было выполнено Именно (ср. (34)), 


D (x', ps) D(x", p3) 
arg ope = arg — в пересечении И; 1) Us долж- 
9 
ны быть связаны соотношением 
D(x", pz) D(x!, p5) 
a а ———_ — arg —__+ = ха ага + | Г |л, 


Вх - : Ох 
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где {A,} — собственные значения матрицы 


9(—Р1,, x/s) = в = 
a(x!*, p,) = Hess,1,, Pl, (—S), в=ГЛ В= ЛУ. 


Более того, лагранжево многообразие Ё должно лежать 
на поверхности нулевых значений функции Гамильтона 
Н(х, р), т. е. Н|ЁЕ=0. При этом гамильтоново векторное 
поле У(Н) автоматически касается лангранжева много- 
образия L, | 

Пусть теперь Г — произвольное лагранжево много- 
образие в фазовом пространстве ВФВ#, лежащее на по- 
верхности нулевого уровня функции Гамильтона Н (x, p). 
Допустим сначала, что многообразие L взаимно одно- 
значно проектируется на подпространство Вх, т. е. х-ко- 
ординаты служат системой координат на многообразии 
La р-координаты являются функциями от координат х, 
p=p(x), на многообразии L. В этом случае асимптоти- 
ческое решение (с точностью до О(#?) строится по фор- 
муле 


v(x) = exp {Six fo (a, 
где функция действия S(x) находится из уравнения 


aS (x) =рах==р.(х)ах--...-Нр»(х)ах", а функция ф(х) 
находится из уравнения переноса 


(ats on )e=0 


dt 2 ax! ap, 


где d/dt— производная вдоль гамильтонова векторного 
поля У(Н). Разумеется, указанных асимптотических ре- 
шений много, и выбор подходящего решения зависит от 
начальных или граничных условий. 

В общем случае мы не можем утверждать, что на ла- 
гранжевом многообразии L х-координаты служат системой 
координат. Вообще, если много›бразие L размерности п 
`вложено в фазовое пространство В; ФЕВл, то самое большее 
мы можем указать локальную систему коэрдинат в окрест- 
ности каждой точки подмногообразия L. При этом в каче- 
стве локальной системы координат всегда можно взять неко- 
торую группу координат объемлющего фазового пространства 
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RE DRE, скажем, (х°,..., 2%, Py ..., Вы). Вели же 
при этом нам известно, что многообразие L является 
лагранжевым, то такую локальную систему координат 


t te 
(XH, 660 М”, Pinay + ++> Pin) можно выбрать так, чтобы 


номера (f,..., &)и (ings, ..-, dn) были дополнительными 
друг к другу, т. е. чтобы в качестве координат Ha лагран- 
жевом многообразии не встречались координаты x! и р; 
с одинаковыми индексами. 

Опустим на некоторое время требование, чтобы функ- 
ция ф удовлетворяла уравнению переноса. Тогда, исполь- 
зуя локальную систему координат (x',..., x”) на лагран- 
жевом многообразии L, можно было бы построить асимп- 
тотическое решение в том же виде 


is 
$ (x) = г’ 2 9, 


считая, что $ — функция Ha лагранжевом многообразии, 
удовлетворяющая уравнению dS=(pdx)/L, а ф— глад- 
кая функция, носитель которой целиком лежит в области 
многообразия L, где определены координаты (х',..., x"). 
Если в некоторой окрестности лагранжевого многообра- 
зия Г, приходится брать координаты смешанного типа 


(н,..., x, Рина... , Pin) = (х’, рт), TH (in... hs), T= 
= (ins,...,¢), INI=2, Ц )1=={1,2,..., п}, то в качест- 
ве асимптотического решения можно взять функцию 
— БЫ _ Я 
v= FM [exp [8] |, (45) 


где $ — функция Ha лагранжевом многообразии, удовлет- 
воряющая уравнению 


dS = (prdx!— x! dp,)| Ls 


а ф— гладкая функция с носителем, лежащим в данной 
окрестности. При этом считаем, что выражение, стоящее 
под знаком преобразования Фурье, является функцией от 
переменных (x’, pz) — координат Ha лагранжевом много- 
образии Г. 

Теперь мы можем организовать все указанные наблю- 
дения следующим образом. Дано лагранжево многооб- 
разие Г. Покроем многообразие L атласом карт U,, 
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причем в карте И; зададим в качестве локальной системы 
координат координаты фазового пространства (х’, РЭ. 


Выберем в каждой карте И; две функции: S;, удовлетво- 
ряющую уравнению 


dS; = (py dx! — x! арт) |1, 


и фе, носитель которой лежит в карте. Построим по фор- 
мулам (45) функции: 


/h i 
aby (x) = A a [exp a si} D, - 9 
как значения оператора Ky, на функции 97: 


и (x) = Ки, (9,)- 


Здесь О; — некоторые, пока произвольные, гладкие функ- 
ции, заданные на каждой карте. Потребуем, чтобы опе- 
раторы Ky, были «согласованы» на пересечениях карт, 


т. е. если носитель функции ф лежит в пересечении карт 
по To 


Ku, ($) — Ku, (9) = 0 (mod h’). (46) 


Условия согласования (46) с помощью метода стацио- 
нарной фазы могут быть преобразованы в некоторые 
условия согласования функций действия 5; и функ- 
ций Dy. : 

Оказывается, что для того, чтобы выполнялись соот- 
ношения, согласующие операторы Ky, на различных кар- 


тах, необходимо, чтобы функции 5: и D; удовлетворяли 
следующим соотношениям: 


S;—S;= x ps = x! pr, (47) 
D, a(—p), x) |" iG 
— = | exp i—— I, 48 
D, eur ofS ll}, (48) 


где 1,=1\ 4, 13=IN 10. 

Мы приходим к естественной задаче об уничтожении 
препятствий, задаваемых соотношениями (47), (48). Эти 
препятствия носят характер одномерных коциклов в тео- 
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рии когомологий лагранжева многообразия Г. Эти два 
препятствия носят название «условий квантования» лаг- 
ранжева многообразия Г, и зависят только от топологи- 
ческой структуры многообразия L и способа его вложе- 
ния в фазовое пространство В*® Ва. 

Если условия квантования выполнены на лагранже- 
вом многообразии L, то операторы Ky, «согласованы» на 
пересечениях карт. Значит, с помошью операторов Ки; 
можно построить один оператор К, действующий уже на 
функциях ф на лагранжевом многообразии L с произ- 
вольным носителем, а с его помощью асимптотические 
решения искать в виде 

ф(х)=К($). 

Доказательство всех изложенных фактов можно най- 
ти в книге В. П. Маслова {1]. (Заметим, однако, что тер- 
минология, принятая в этой книге, несколько отличается 
от нашей.) 

Приведенные примеры нахождения асимптотического 
по малому параметру # решения задачи Коши дифферен- 
циального (или псевдодифференциального) уравнения 
иллюстрируют общие закономерности метода нахожде- 
ния решения. Прежде всего рассматриваются только та- 
кие дифференциальные (или псевдодифференциальные) 
операторы, которые являются однородными степени нуль 
пс совокупности переменных (й-', д/0х). Класс таких 
операторов можно задавать с помощью функции Гамиль- 
тона Н(х, р), зависящей от двух групп переменных x= 


=(x',..., 2"), р= (Ри,..., Pn). Для того чтобы получить 
сам оператор Н (х, р), следует в случае полиномиальной 
по переменным р= (р:,..., Pa) функции Н просто про- 


извести подстановку вместо переменных р, операторов 
—Й 0/Ox*, считая операцию дифференцирования первой 
операцией, а операцию умножения на функции — коэф- 
фициенты полинома — второй операцией. В случае псев- 
додифференциальных операторов следует воспользовать- 
ся преобразованием Фурье по формуле 


H (x, p) (x) = (Fy 1H (x, р) БФ (xD): 


Последняя формула дает эквивалентное определение 
оператора в случае полиномиальной функции Гамильто- 
на H (x, р) по переменным р. 


es 
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Тогда всякое асимптотическое решение уравнения 
Н(х, р) (х) =0 связывается с некоторым подмногообра- 
зием L, лежащим в фазовом пространстве В ФВ». Фазо- 


вое пространство Rz@RF имеет координаты (x, p) = 
= (x',...,X", ра,...,Р»), а размерность подмногообразия 
[ равна п, т. е. половине размерности фазового простран- 
ства. При этом подмногообразие L не может быть про- 
извольным, но таким, что 2-форма 


®=арЛах=ар.Лах- ар, /\ ах?--...--ар,/ ах” 


равна тождественно нулю при ограничении ее на подмно- 
гообразие Г. Такие подмногообразия L называются лаг- 
ранжевыми многообразиями. Оператор К носит название 
канонического оператора. 

Таким образом, задача построения асимптотического 
решения по заданному лагранжеву многообразию L рас- 
падается на две задачи: а) топологическую задачу вычис- 
ления условий квантования лагранжева многообразия и 
задачу 6) нахождения функции ф на лагранжевом много- 
образии, удовлетворяющей уравнению переноса и пост- 
роения решения в виде значения канонического операто- 
pa p(x) =К(Ф). 

В соответствии с указанными двумя задачами мы в 
первой части излагаем топологические свойства лагран- 
жевых многообразий и способы вычисления условий 
квантования. Во второй части излагаются все аналити- 
ческие вопросы: построение канонического оператора, 
формулы взаимодействия канонического оператора с 
гсевдодифференциальными операторами и приложения к 
различным задачам теории уравнений в частных произ- 
ВОДНЫХ, 


т =—_- 


ЧАСТЬ 1 


ТОПОЛОГИЯ ЛАГРАНЖЕВЫХ 
МНОГООБРАЗИЙ 


ГЛАВАТ 
НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТОПОЛОГИИ 


В этой главе собран набор понятий и теорем из топо- 
логии и геометрии, встречающихся в книге. Весь мате- 
риал настоящей главы можно разбить на две группы. 
К первой группе относятся понятия и теоремы, которые 
встречаются в большинстве рассуждений и конструкций. 
Ко второй группе относятся такие понятия и теоремы, 
которые носят чисто вспомогательный вычислительный 
характер. Хотя мы считаем, что эти понятия и теоремы 
хорошо известны читателю, но тем не менее мы подроб- 
но их излагаем по двум причинам. Первая причина со- 
стоит в стремлении сделать изложение как можно менее 
зависящим от дополнительной литературы, вторая — в 
том, что все изложение материала основано на макси- 
мальной эксплуатации «топологического способа рассуж- 
дения», позволяющего сделать проблему построения 
асимптотик решений уравнений с малым параметром в 
целом наиболее прозрачной. Подробное изложение мож- 
но найти в книгах Л. С. Понтрягина [2], Н. Стинрода [1], 
Д. Б. Фукса, А. Т. Фоменко, В. Л. Гутенмахера [1]. 


$ 1.1. Многообразия и расслоения 


Основным геометрическим объектом, с которым мы 
будем работать на протяжении всего изложения, являет- 
ся гладкое многообразие. Пусть М — отделимое тополо- 
гическое пространство со счетной базой открытых мно- 
жеств. Пространство М называется гладким класса С® 
многообразием размерности п, если существует покрытие 
пространства М открытыми множествами Uj, 0», ..., удо- 
влетворяющее следующим условиям: 


ie 


2 Мищенко и др, 
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(1) для любого множества И; существует гомеомор- 
физм gi: Иг=У, где У;— открытая область в п-мерном 
евклидовом пространстве В"; 

(2) если (ПО,-2 9, то гомеоморфизм gyx=Qypi’ мно- 
жества ф(ИГПО,) на множество ф;(И:ПО,), полученный 
композицией отображений ф1и ф, является С®-гладким 
отображением областей евклидова пространства В". 

Если у— точка многообразия М, y&U,, то координа- 
ты точки g,(y) ЕВ” называются локальными координа- 
Tamu точки УЕМ. Пара (U,, фл) называется локальной 
картой многообразия М, а набор карт {(Иь», ф»)} назы- 
вается атласом локальных карт многообразия М. Таким 
образом, в каждой локальной карте (И,, фк) координаты 
точки фк (и), УЕМ, определяют некоторые (непрерывные) 
функции а» (и),..., а" (и) в открытом множестве U,, ко- 
торые называются локальной системой координат много- 
образия М в карте (U,, фл). В дальнейшем, для простоты, 
мы будем локальную карту (U,, 4») обозначать через U,, 
считая, что на ней фиксировано отображение gy. На пере- 
сечении Ик двух карт Ц», И; заданы две локальные систе- 
мы координат {a(y)} и {< | (y)}, причем согласно опре- 
делению найдется такое гладкое класса С® отображение 
области евклидова пространства фь, т. е. п гладких функ- 
ций от п переменных, что 


{ai (y)} = Pej (а (у), ..., 9% (9). 


Два атласа локальных карт {U;, фи} и {U,’, g.’} на мно- 
гообразии М называются эквивалентными, если в пере- 


сечении U,(\U,’ локальная система координат {ak (y)} 


of 
карты U, и локальная система координат {as (y)} Kap- 
ты U,’ связаны тождеством 


ai (у) = Vis(as (9), ..., а: (9). 


для некоторых гладких функций фи При этом говорят, 
что переход от одной локальной системы координат к 
другой осуществляется с помощью гладкой замены коор- 
динат. Условие эквивалентности двух атласов локальных 
карт является отношением эквивалентности. Семейство 
всех попарно эквивалентных атласов локальных карт на 
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многообразии М будет называться гладкой структурой 
‘Ha многообразии М. 

Функция { на многообразии М называется гладкой 
функцией класса С®, если функции 


оф: Ve >R, У» = фь (И) CR", (1.15 


являются гладкими функциями на области V,CR". Опре- 
деление гладкой функции f не зависит от выбора атласа 
локальных карт данной гладкой структуры на многооб- 
разии М. 


‚ , » 
В самом деле, если {Us, Qs} — другой атлас локаль- 


ool 
ных карт, то функции юф; : V,/->R'! в окрестности каж- 
дой точки области У,’ разлагаются в композиции вида 


fogs =(feee'o(peegs ), 


is onl 
причем отображения fog,’ и PeoP, — являются гладкими 


отображениями. Значит, и функция {ое Ф; * тоже является 
гладкой функцией. 

Используя композицию (1.1), мы получаем, что вся- 
кая гладкая функция f на многообразии М может быть 
представлена в виде 


f(y) = в, (ав (у), ..., ак (9), 


где д, — гладкая функция от п переменных. 

Покрывая многообразие М более мелкими локальны- 
ми картами, можно всегда выбрать такой атлас карт 
(Ux, @x), что У, =В” для любого А. Более того, можно до- 
биться (что менее тривиально) того, чтобы любое пере- 


сечение И,..=0,П...ПИ, тоже было гомеоморфно 


евклидову пространству. 

Рассматривают также более широкий класс объек- 
тов — гладкие многообразия с краем. В отличие от много- 
образий с краем, многообразия без края будем называть 
замкнутыми многообразиями. Гладкое многообразие с 
краем — это отделимое топологическое пространство М 
с подпространством N и счетным открытым покрытием 

1, U., ... с гомеоморфизмами 


Q;: ИИС В", 
которые удовлетворяют следующим условиям: 
Aol 2 
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(1) если множество И; данного покрытия содержится 
в М\М, то соответствующий гомеоморфизм g;: UV; 
отображает множество U, на открытый шар V; в евкли- 
довом пространстве В"; в противном случае задан гомео- 
морфизм $: ИУ, где Vi— полушарие вида 


п 
УЯ<Ь ж>0 


iz=1 


причем множество U,{\N отображается Ha подмножество 
в V;, состоящее из точек, для которых X, =0; : 
(2) если И; и U;-- два множества из данного покры- 


тия и (ПИ,=-©, то отображение фф’=фьу является 
гладким отображением множества ф; (ИП И;) на множе- 
CTBO Ф; ((Пи,). 

Поскольку гомеоморфизмы $, должны переводить 
внутренние точки во внутренние, а граничные — в гранич- 
ные, очевидно, что если ограничить на множество N те 
элементы покрытия U,, которые его пересекают, то мно- 
жества ИГМ образуют покрытие множества №, опреде- 
ляющее на нем структуру гладкого многообразия; оно 
называется краем многообразия М и обозначается через 
OM. Поскольку понятие гладкой функции имеет смысл и 
в том случае, когда функция определена только в полу- 
пространстве В*", то для многообразий с краем опреде- 
ляются гладкие замены локальных координат и гладкая 
структура на многообразии с краем. 

Для гладких многообразий справедливо следующее 
утверждение. 

Предложение 1.1. Пусть М — гладкое многооб- 
разие, {№,} — некоторое покрытие открытыми множест- 
вами, т. е. []У,=М. Гогда существуют такие веществен- 
ные гладкие функции ф» на многообразии М, что 

а) 0< (у) <1, yeM; 

6) suppmcW,; 


в) У = 1. 


Набор функций {фк} называется разбиением а 
подчиненным покрытию {W,}. 

Пример разбиения единицы приведен на следующем 
рис. 3. 
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Разбиения единицы полезны для разложения любой 
функции f в сумму таких слагаемых, |= S| Ё, чтобы каж- 


В 
дое слагаемое f; имело достаточно малый носитель. Для 
этого достаточно положить #=ф:{. Совершенно таким же 
способом можно разлагать в сумму слагаемых с малыми 
носителями и другие объекты — вектор-функции, вектор- 
ные поля, дифференциальные формы ит. п. 


Рис. 3. 


Простейшим примером гладкого многообразия явля- 
ется евклидово пространство В”. В этом случае атлас 
карт состоит из одной карты И, совпадающей с самим 
пространством В”, а локальная система координат в этом 
случае есть линейная система координат евклидова про- 
странства В” и, следовательно, является глобальной си- 
стемой координат на многообразии В". 

Одномерных замкнутых многообразий существует все- 
го два: вещественная прямая В! и окружность 5*. На 
окружности S' не существует глобальной системы коор- 
динат. Локальные же системы координат в окрестности 
каждой точки хе$' определяются с помощью одного уг- 
лового параметра ф, который на всей окружности являет- 
ся многозначной функцией, значение которой определя- 
ется точкой хеЕЗ' с точностью до слагаемого, кратно- 
го 2n. ‘ he 

Двумерных замкнутых многообразий — поверхно- 
стей — уже существует бесконечно много. Простейшей 
поверхностью среди двумерных многообразий (исключая 
евклидово пространство В?) является двумерная сфера 
$", которую можно задавать с помощью уравнения х*- 
+/-+2=1 в трехмерном евклидовом пространстве. На 
двумерной сфере нельзя задать глобальную систему ко- 
ординат. Атлас карт должен состоять по крайней мере 
из двух карт. Но проще всего задать атлас из шести карт 


\* 
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с помощью неравенств x>0, х< 0, у>0, ух 0, z>0, ext 
<0. В каждой из этих шести карт две евклидовы коор- 
динаты, не входящие в неравенство, служат локальной 
системой координат. Например, в карте х>0 имеем х= 
=Jl—y’—z’, а в карте х<0 получаем x=—yY1l—y*—2’, 
что дает доказательство гомеоморфизма этих карт на 
область в В?, задаваемую неравенством y*+27*< 1. Легко 
проверить, что функции перехода от одной локальной 
системы координат к другой являются гладкими. Так, 
например, если в карте x>0 в качестве координат взять 
координаты (у, 2), а в карте у>0 взять координаты 
(x, =), то функции перехода ey BHA 


y= Vi xt — 2, 
z= 2, 


и, значит, являются гладкими функциями при x7?+27<c1. 

Другим важным примером поверхности служит дву- 
мерный тор Т*, который можно определить как декарто- 
во произведение двух экземпляров окружности, T?=S'X 
х5', или как двумерную плоскость В, в которой точки 
отождествлены с помощью целочисленной решетки ZX 
Ж{<В:. На торе имеются два многозначных параметра 
ф: И 2, превращающихся в однозначные локальные ко- 
ординаты в достаточно малой окрестности каждой точ- 
ки XT". 

Вообще, многие поверхности можно получать анало- 
гично TOPY, отождествляя точки в В? с помощью действия 
некоторой дискретной группы на плоскости R?. 

Существует несколько способов задания многообра- 
зия. Простейший из них задает гладкое многообразие: в 
виде графика некоторой гладкой функции или вектор- 
функции. Пусть Ё В"-—В”" — гладкая вектор-функция, 
Мс В”+" —ее график, т. е. множество точек вида 
(x, f(x)), xeR*, Кх) SR", В"+"—= В*ФВ". Совершенно 
очевидно, что множество. М является гладким многообра- 
зием. Для этого в качестве единственной: карты выберем 
само множество М, а гомеоморфизм ф: M—R* определим 
как ограничение проекции евклидова пространства `В"+" 
ка его первое слагаемое В". . 

Другим распространенным способом задания много- 
образия в виде подмножества в евклидовом пространстве 
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К” является параметрический способ. Пусть бе В* — 
открытое множество, |: G>R* — гладкое отображение, 
являющееся гомеоморфизмом на свой образ М=[((). 
Тогда множество М является гладким многообразием. 
Обычно таким способом задают кривые и двумерные по* 
верхности в трехмерном пространстве. Случай графика 
вектор-функции является частным случаем параметриче- 
ского задания многообразия. 

Параметрический способ задания многообразий по- 
зволяет нам рассматривать только простейшие многооб- 
разия, гомеоморфные области в евклидовом пространстве. 
Уже такие простые многообразия, как окружность 51 или 
сфера S*, невозможно задать параметрически. В общем 
случае многообразия задают с помощью уравнения или 
системы уравнений в евклидовом пространстве: 


A, у №) =0, 
Fa(x', ..., м) = 0. 


С помощью одного уравнения (х’)*-...-+ (х")*—1=0 
задается сфера S*-' в евклидовом пространстве В". Дву- 
мерный тор T=S'XS' можно задать с помощью системы 
двух уравнений в В*: 


(x1)? (8—1 = 0, 
уе —1 = 0. 


Однако не всякая система уравнений определяет MHO- 
гообразие. Например, уравнение ху=а задает одномер- 
ное многообразие при @5=0 в двумерном пространстве. 
При а=0 решения уравнения ху=0 образуют координат- 
ный крест, не являющийся многообразием. Поэтому обыч- 
но на систему уравнений налагается требование, чтобы 


в каждой точке (ж,..., хз) решения системы выполня- 
лись условия теоремы о неявных функциях: детерминант 
матрицы частных производных функций f,, ..., р по пе- 
ременным х\,..., х® отличен от нуля: 

Oh Oe 

дд "yt 

det} : : |350. 
of, ... oh, 


дх* ах 
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Согласно теореме о неявных функциях систему урав- 
нений можно однозначно разрешить в окрестности точки 
(х,..., Xo) относительно переменных (x41, ..., х*). Это 
значит, что множество решений системы уравнений в окре- 
CTHOCTH точки (1, ..., Xo) можно задать в виде графика 
вектор-функций 


Ki x (Xp oes Hig) 


еее High 


т. е. множество решений системы уравнений является 
гладким многообразием. Поскольку выбор координат 


(х",..., х#), относительно которых разрешается система 
уравнений, несуществен, то удобнее условие теоремы о 
неявных функциях сформулировать в терминах ранга 
матрицы Якоби всех частных производных функций 


lose hi 


a. ate 
Ox! Ox) 

rang : : =k 
Ox" ox" 


В следующем параграфе это условие, а также и сама 
теорема о неявных функциях, будет сформулировано в 
инвариантных терминах и в более общей ситуации. 

В качестве примера снова рассмотрим уравнение сфе- 
ры (x')?-+... + (х")*—1=0. Матрица частных производ- 
ных в данном случае имеет вид 


12ж,..., 2". 


Ранг этой матрицы может равняться нулю или единице. 
Если ранг равен нулю, то 2\=...=2х"=0. Поскольку 
точка x!=...=x"=0 не является решением уравнения 
сферы, то `во всех точках сферы ранг матрицы Якоби 
уравнения равен единице. Следовательно, по теореме о 
неявных функциях сфера является гладким многообра- 
зием. 
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_ Многие классические пространства являются гладки- 
ми многообразиями. Важнейшими среди них являются 
матричные группы и их однородные пространства. Рас- 
смотрим сначала группу СЁ (п, В) всех невырожденных 
квадратных матриц порядка п. Каждый элемент AG 
е=СГ (п, В) является матрицей 


Gy see Ay 


А=|: : |, 94520. 


Таким образом, мы можем считать, что группа 
СГ (п, В) является подмножеством в линейном простран- 


стве R™ размерности п? (по числу элементов dy, входящих 
в матрицу А). Поскольку матрица А принадлежит груп- 
пе GL(n, В), если det A340, то множество GL(n, R)C 


CR” является открытым множеством. Следовательно, 
группа СЁ (п, В) является гладким многообразием, атлас 
карт в котором состоит из одной карты. 

Через SL(n, В) обозначается подгруппа группы 
GL(n, В), состоящая из матриц A, детерминант которых 
равен единице: 


аеА=1. 


Таким образом, группа SL(n, В) определяется как мно- 
жество решений одного уравнения det A—1=0. Функция 
f(A) =detA—1 является многочленом от переменных 
{а}. Для того чтобы установить, что группа $Г (п, В) яв- 
ляется многообразием, достаточно установить, что на 
группе $ (п, В) градиент функции f(A) отличен от нуля. 
Вычислим сначала градиент функции f(A) в точке A=E, 
равной единичной матрице. Обозначим через A, матрицу, 
полученную из матрицы А путем вычеркивания строки с 
номером i и столбца с номером j. Тогда 


n 
f(A) = det A—1 = У (—1)"*ayedet А — 1. 
Ё=1 
Поэтому 
oF det Ан =1, если A=E. 


т 


\ 
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Таким образом, градиент функции f(A) отличен от нуля 
в точке A =Е. Пусть теперь А. ЕЗГ (п, К) — произвольная 
матрица. Рассмотрим отображение $: GL(n, R)—> 
->GL(n, В), задаваемое формулой 


@ (A) = Ay’A. 


Отображение ф является гладким гомеоморфизмом. Tor- 
да композиция #(А) =f(p(A)) является гладкой функци- 


elt, mee h(A) =det(Aj'A)—1=f(A). Следовательно, 


д 
we . С другой стороны, 


on of OP ap (А). (A) 
—— (A) = : 
да, (4) Dar van Е 


В частности, 
Oh Of 
es A — (Е). 
da, Ad = 5) 


Поскольку ф является гладким гомеоморфизмом, то мат- 
рица Якоби порядка n*, составленная из частных произ- 


дев (Ap) 4 
водных а, | является невырожденной. Поэтому 
7 


из нетривиальности градиента функции f в точке E сле- 
дует нетривиальность градиента функции { в точке Ap. 
Мы показали, что градиент функции } отличен от нуля в 
каждой точке группы SL(n, В). Значит, по теореме о He- 
явной функции группа SL(n, В) является гладким мно- 
гообразием. 

Перейдем теперь к менее тривиальному примеру — 
группе О (п) ортогональных матриц, т. е. матриц А, удо- 
влетворяющих матричному соотношению А'А=Е. Здесь 
А! обозначает транспонированную матрицу. Соотношение 
на ортогональные матрицы можно понимать как систему 
уравнений на пространстве В”*, состоящую из п? уравне- 
ний. Непосредственно в данной системе применить теоре- 
му о неявных функциях нам не удастся, поскольку в слу- 
чае ее применимости мы получили бы, что множество 
решений образует нульмерное многообразие, что невер- 
но. Это означает на самом деле, что в системе уравнений 
A'A=E имеются зависимые уравнения. Поэтому вначале 
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‘следует выделить максимальную независимую подсисте- 
му уравнений, а для последней проверить условия теоре- 
мы о неявных функциях. 

Нам такой способ представляется громоздким и не 
проясняющим суть дела. Поэтому мы рассмотрим другой 
способ, построив в явном виде специальный атлас карт 
в группе O(n). Начнем, прежде всего, с построения спе- 
циального атласа карт на группе СЁ. (п, В). Рассмотрим 
отображение 


exp: В” -> СЁ (п, В), 


задаваемое формулой 


Отображение ехр является гладким отображением, при- 
чем, если матрицы Х и У коммутируют, т. е. ХУ= УХ, то 


ехр (Х-+ У) =ехр (Х)ехр (У). 


При этом нулевая матрица 0 отображается в единичную 
матрицу Е: ехр (0) =Е. Вычислим детерминант матрицы 
Якоби отображения exp в точке 0. Если Y=exp(X), Y= 
= [уу |, X=llxyll, то 


м если (i, j) = (a, В), 
Oxog 0, если (i, = (<, 8), 


в точке Х =0. Следовательно, детерминант матрицы Яко- 
би отображения ехр равен единице. Применяя теорему о 
неявных функциях к системе уравнений У=ехр(Х), по- 
Лучаем, что отображение. exp является гладким гомео- 
морфизмом в некоторой малой окрестности U нулевой 
матрицы. Обозначим через Ve=exp(U). Обратное к exp 
отображение области У» в область И обозначим через In: 


nay ay вы (A—E), AeVe. 


1 


Если матрицы А и В коммутируют, то In(AB)= 
=1п'(А) +11 (В). 

Определим на группе GL(n, В) атлас карт {V4}, по- 
ложив Va=A-Vz, ga: Va->U, 94(B) =Шш(А-'В). Отобра- 
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жения фл являются гладкими гомеоморфизмами. Следо- 
вательно, функции перехсда Masa тоже являются глад- 
кими гомеоморфизмами. 

Теперь с помощью атласа карт {V4} построим атлас 
карт на группе O(n). Пусть PCR”’— подпространство 
кососимметрических матриц в пространстве всех матриц 
порядка п”. Тогда, очевидно, матрица ехр(Х), ХЕ, яв- 
ляется ортогональной матрицей. И, обратно, если AS 


=0О (п) ПУ», то п А — кососимметрическая матрица. Сле-. 


довательно, область ОГ]Ре-Р гомеоморфно отображается 
на открытое множество О (п) ПУ О (п). Положим 


У. =О (п) Va, 
фл: Уд —0(п) ПР, pa (B) = In (AB) = фл (В). 


Мы получаем атлас карт {№} на группе О (п), причем 


функции перехода psp являются гладкими отображе- 
НИЯМи. 

Аналогичным способом можно построить атласы карт 
и для других классических матричных групп: СЁ (п, С), 
$2 (п, С), U(n) ит. д. Используя экспоненциальное ото- 
бражение, для каждой матричной группы строится свое 
подпространство в пространстве всех матриц. Так, для 
группы SL(n, С) соответствующее подпространство со- 
стоит из всех матриц, след которых равен нулю. Для 
группы U(n) соответствующее подпространство состоит 
из всех косоэрмитовых комплексных матриц. 

Покажем теперь, что однородные пространства левых 
(правых) классов смежности по некоторой подгруппе 
тоже являются гладкими многообразиями. Пусть Но 
< СГ (п, В) — замкнутая подгруппа. Можно доказать, что 
тогда существует линейное подпространство Рс-В",, 
окрестность нуля которого РПИ с помощью экспоненци- 
ального отображения ехр диффеоморфно отображается 
на окрестность единичного элемента подгруппы Я: 


ехр: РП ИНП Ve. 


В примерах подгрупп, рассмотренных далее, существова- 
ние такого подпространства показывается без труда в 
явном виде. Так, например, для случая подгрупп 
SL(n, В), O(n), U(n) такие подпространства Р мы уже 
указали выше. Таким образом, окрестность единичного 


$ 1.1] МНОГООБРАЗИЯ И РАССЛОЕНИЯ 45 


‚ элемента Е, точнее, класса смежности [E]=H, однород- 
ного пространства СГ (п, R)/H гомеоморфна (Vze-H)/H. 
Следовательно, можно ожидать, что пространство (Ук. 
-H)/H с помощью отображения In гомеоморфно отобра- 
жается на окрестность нуля фактор-пространства В”“/Р. 
Более точно, пусть QCR”— алгебраическое дополнение 
к подпространству P, В"'=ОФР. Рассмотрим компози- 
цию 


ехр 


ф: ОПИ > УЕ. Н-—(Ув.Н)/Н. 


Нетрудно убедиться, что отображение р является гомео- 
морфизмом, поскольку классы смежности А.Н по под- 
группе Н пересекаются с образом ехр(@ПИ) ровно no 
одной точке. Таким образом, мы построили одну карту 
We=(Ve-H)/H, ge: We>QQu, ge=y-'. Для построения 
всего атласа карт {W.} заметим, что группа GL(n, В) 
действует на однородном пространстве СГ (п, R)/H и пе- 
реводит точку {Ё] в любую другую точку. Следовательно, 
положив Й.=А. М», фа(х) =фк(А-!х), мы получим пол- 
ный атлас карт на однородном пространстве С (п, В) /Н. 

Точно таким же образом доказывается, что и для лю- 
бых замкнутых подгрупп GL(n, В) >С>Н однородное 
пространство С/Н является гладким многообразием. Уже 
начиная с размерности три, множество многообразий на- 
столько обширно, что оно не поддается какому-либо эф- 
фективному описанию, и мы вынуждены ограничиться 
только некоторыми классическими примерами многооб- 
разий. 

Классические примеры однородных пространств име- 
ют специальные названия. Так, пространство прямых 
евклидова пространства R*+', проходящих через начало 
координат, называется вещественным п-мерным проек- 
тивным пространством и обозначается через RP,. Его 
можно представить как однородное пространство клас- 
сов смежности группы О (п) по подгруппе O(1) X O(n—1): 
ВР, =О (п)/(О (1) XO(n—1)). Важное значение в раз- 
личных геометрических исследованиях имеют простран- 
ства С„,‚ А-мерных подпространств в евклидовом про- 
странстве В”**, Это пространство тоже является много- 
образием, гомеоморфным O(n-+k)/(O(n)xXO(R)), и на- 
зывается многообразием Грассмана или грассманианом. 
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По аналогии со схемой определения гладких много- 
образий определяются другие топологические объекты, 
имеющие название расслсений. Пусть заданы топологи- 
ческие пространства £, В, F и непрерывное отображение 


р: EB, 


удовлетворяющее следующему условию: существуют по- 
крытие {U,} пространства В и система гомеоморфизмов 


p-*(Ua)>UaXF, 


причем следующая диаграмма коммутативна: 


PU) Uy XF 


A 


т, е. справедливо равенство 
PHNGe, 


где л — проекция на первый сомножитель. Если обозна- 
чить, как и ранее, Ugg=U,[ Us, то отображения 


= (Фвр (Vag) ® (Фа | p™ (Vas), 


(1.2) 
Фав: ЦовхЕ + Uap XF 


являются гомеоморфизмами, тождественными по первой 
координате. 

Набор & = (Ё, В, р, F, yu) называется локально триви- 
альным расслоением, Е — пространством расслоения, В — 
базой расслоения, Е — слоем, а отображения {фе} — 
функциями склейки. Если {У»} — покрытие, более мелкое, 
чем покрытие {0}, то на нем индуцируются однозначно 
свои функции склейки исходного расслоения. Функции 
склейки фаз можно понимать как отображения 


op: Иов > Honeo(F, F) (1.3) 


в группу гомеоморфизмов слоя F, причем на фев налага- 
ются такие условия непрерывности, чтобы (1.2) являлось 
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_ гомеоморфизмом. При этом выполняются условия: для 
любой точки хеИы= UU ПО 


py (x) Pap (х) = Pay (x). (1.4) 


Если на пространстве В заданы покрытие {U,} и функ- 
ции (1.3), удовлетворяющие условию (1.4), то сущест- 
вует такое локально тривиальное расслоение (Б, В, р, 
Е, фо), что (1.3) являются его функциями склейки. 

Это означает, что локально тривиальное расслоение 
можно задавать с помощью функций склейки, не рассмат- 
ривая пространства расслоения Е. 

С помошью функций склейки (1.2) легко определить 
обратный образ расслоения для непрерывного отображе- 
ния баз. Именно, если f: В,—В,— непрерывное отображе- 
ние, & = (E, В», р, Е, фо) — локально тривиальное расслое- 
ние, {qas} —его функции склейки, то через [*(E) обозна- 
чим локально тривиальное расслоение над пространством 
Ви, функции склейки которого задаются формулами 


* 
Pop = Gasef 
для атласа карт {f-'(U,)}. 

Простейшим примером локально тривиального рас- 
слоения является декартово произведение E=BXF. 
В этом случае в качестве атласа карт следует взять одну 
карту U,=B. На любом, более мелком атласе карт будут 
индуцироваться функции склейки Ges, принимающие зна- 
чения в тождественном гомеоморфизме. Так, например, 
если B=S'— окружность, а F=/] — отрезок вещественной 
прямой, то BXF есть прссто прямой круговой цилиндр. 
Над той же базой В=5! и с тем же слоем Ё=[ можно 
построить и другое, уже нетривиальное расслоение. Для 
этого разобьем окружность 5' на два отрезка И! = 
= {0<ф=<л}, U.2={n<q<2n}. На картах И, U, мы 
зададим функцию склейки Фа. (тот факт, что U, и Uz не 
являются открытыми множествами, мы для простоты 
игнорируем). Положим Фа.(0) =id, g(a) =—14. Тогда 
расслоение E является поверхностью, которая получает- 
ся, если склеить у полосы [0, 2] Ж! противоположные 
ребра 0X/ и 2nX/ с изменением направления в отрез- 
ке Г (рис. 4). 

Эта поверхность известна под названием «листа Ме- 
биуса». Аналогично можно представить в виде локально 
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тривиальных расслоений и некоторые другие поверхно- 
сти: тор и «бутылку Клейна». 


8 


0 21 


Рис. 4. 


Отображение {: BE такое, что р!(х) =х, xeB, на- 
зывается сечением расслоения. 

Два расслоения (Е, В, р, F, ga) и (Е’, В, р, F, op’) 
считаются эквивалентными, если существует гомеомор- 
физм Ah: EE’, образующий коммутативную диаграмму 


р 
д: ол 
В 
Меняя покрытие этих двух расслоений на одно, более 


мелкое, мы получаем, что функции склейки фив И Pap CBA- 
заны соотношениями 


Pap (X) Ва (x) == he (x) Pap (x) (1.5) 


для некоторых отображений 
hg: Ug,» Номео (F, Р). 


Если GcHomeo(F, F) — некоторая подгруппа группы 
гомеоморфизмов слоя F, а 


Фив (Uae) < С, (1.6) 


то мы будем говорить, что задано локально тривиальное 
расслоение со структурной группой С. Может оказаться, 
что условия (1.6) не выполнены, но становятся справед- 
ливыми после применения формул (1.5), т. е. замены на 
функции склейки эквивалентного расслоения. В этом слу- 
чае говорят, что структурная группа расслоения редуци- 


ee 
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руется к группе С. Если НС — подгруппа, qaes(Xx), 
ha(x)<G, фов(х)ЕН в формуле (1.5), то говорят, что 
структурная группа С редуцируется к подгруппе Н. 

Одним из важных классов расслоений является класс 
вещественных векторных расслоений, т. е. локально три-* 
виальных расслоений со слоем векторное пространство 
Е =” и структурной гругпой линейных преобразований 
векторного пространства G=GL(n, В). Если Е=С", а 
структурная группа С = СГ (п, С), то говорят о комплекс- 
ном векторном расслоении. 

Предложение 1.2. У вещественного векторного 
расслоения структурная группа СГ(п, В) редуцируется 
к подгруппе О(п) ортогональных преобразований слоя 
В”. У комплексного вектсрного расслоения структурная 
группа СТ. (п, С) редуцируется к подгруппе U(n) преоб- 
разований слоя С". 

Пространство Г(Е) всех непрерывных сечений вещест- 
венного векторного расслоения Ё естественным образом 
образует вещественное линейное бесконечномерное, во- 
обще говоря, пространство. Операции сложения двух се- 
чений f, g и умножения сечения | на вещественное число 
ЛЕЕВ! определяются в каждой карте. Композиции 


Ни ®, 
fat Ua ——> p (Ua) > UaxF > F, 
ва: Ug 9 р.) UaXF "® 


являются вектор-функциями на карте U,. Операции сло- 
жения и умножения на число определяются поточечно: 


(fx + Ba) (x) = fo. (x) + 8a (x), 
(Га) (x) = Afa (x). 


Мы получаем две новые вектор-функции, по которым вос- 
станавливаются отображения 


Flog + g ба: Ua > p (U2); 
Mly i Usp Uo) 


являющиеся сечениями на U,. 
Остается только показать, что полученные отображе- 
ния совпадают на пересечениях карт. Этот факт следует 
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из того, что функции склейки являются линейными пре- 
образованиями слоя в каждой точке, т. е. сохраняют опе- 
рации сложения и умножения на число в каждом слое. 

Более того, операцию умножения на число можно рас- 
ширить до операции умножения на непрерывные функ- 
ции, превратив, таким образом, пространство сечений 
Г(&) в модуль над кольцом В (В) непрерывных функций 
на базе В. 

Например, если & — тривиальное расслоение, т. е. &= 
=ВхХ В", то пространство сечений Г(&) является попросту 
пространством непрерывных вектор-функций, определен- 
ных на базе В и принимающих свои значения в простран- 
стве В”. Если n=1, то Г(Ё) совпадает с пространством 
скалярных функций на базе В. 

Аналогично, в случае комплексного векторного рас- 
слоения & пространство непрерывных сечений является 
комплексным линейным пространством и модулем над 
кольцом С(В) комплексных непрерывных функций на ба- 
зе В. В случае, если В — конечный полиэдр (например, 
компактное многообразие), то Г(Ё) является проектив- 
ным В(В)-модулем (соответственно проективным С(В)- 
модулем). 

Пусть V,, У.— конечномерные вещественные (соответ- 
ственно, комплексные) линейные пространства. Если 


Ay: у, У, Ag: У. —У, 


— линейные изоморфизмы, то через А.ФА,, A,@A, обо- 
значим прямую сумму и тензорное произведение изомор- 
физмов соответственно. Мы получаем, таким образом, 
гомоморфизмы групп 

GL (п, В) х СГ (т, В) > СГ (п + т, В), (1.7) 

GL (п, В) Х СГ (т, В) — GL (nm, В), (1.8) 
сопоставляющие паре изоморфизмов A,;, A, изоморфиз- 
мы А. ФА, и A,@A, соответственно. Гомоморфизмы (1.7) 
и (1.8) определяют операции над векторными расслое- 
ниями. Если &, &— два векторных расслоения над про- 
странством В с функциями склейки Pas и фёв, TO через 
Е ФЕ, обозначим расслоение с функциями склейки фовФ 
Фчав, а через £,@£, обозначим расслоение с функциями 


склейки фав ® фёв + 
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Аналогичным образом, если A,(V) есть i-a внешняя 
степень векторного пространства У, To изоморфизм A: 
V—-V определяет изоморфизм Л: (А): Л: (У)—Л:(У) внеш- 
ней степени пространства, так что получается гомомор-. 
физм групп линейных преобразований пространств У и 
A,(V). Тогда через Л:(&) обозначим векторное расслое- 
ние с функциями склейки Л: (фев). Далее, если У*— про- 
странство, сопряженное к пространству У, то эта опера- 
ция тоже индуцирует операцию над векторными расслое- 
ниями. Результат обозначается через Е". 

Пусть &, &— два векторных расслоения: 


Ei = (Fi, Py В, F,, фа), Es = (Б», Ра, В, Ру, фа). 


Пусть f: Е.Е. — послойное отображение, линейное на 
каждом слое. Условие линейности, очевидно, можно уста- 


HOBHTb только для отображения $2/(ф»)-', однако, по- 
скольку функции склейки являются линейными преобра- 
зованиями, то это условие не зависит от выбора индекса 
a. Отображение | называется гомоморфизмом расслое- 
ния &, в расслоение &. 

Если гомоморфизм f: &—, является мономорфизмом 
в каждом слое, то пространство, составленное из фактор- 
пространств слоев над каждой точкой, является локально 
тривиальным расслоением и называется фактор-расслое- 
нием. Более точное определение заключается в следую- 
щем. Пусть {U,} — атлас карт, 


fa: ЧахЕ, — Их ЕЁ 
определяется по формуле 
[а — Фа о [о (Фа) ". 


Если ods = Фо (ф)-' — функции склейки, то [apap == Фавйв. 

Определим функции склейки ‘pup нового расслояния 
со слоем F2/F,. Обозначим через Но пространство классов 
смежности пространства И«ЖЁ»ь по подпространствам 
fe (UaXF,). Можно показать, что для достаточно малой 
окрестности И. пространство H, гомеоморфно Из Хх F./F;. 
Таким образом, пусть &«— такой гомоморфизм, 


Ba: Ue Fo-> Ue X FF, 
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что в каждом слое ядро гомоморфизма gq совпадает с 
образом faz. Тогда существуют и единственны такие го- 
меоморфизмы 


Pap: Uop X Р/ Fy > Vag XFo/F 
что диаграмма 


g 
UapX Fy, > Ивх ЕЕ, 
“oe [te 
вх Fa -& Uap X Fo/F; 


коммутативна. Функции thag удовлетворяют всем CBOHCT- 
вам функций склейки расслоения. Соответствующее функ- 
циям склейки Pag расслоение и называется фактор-рас- 
слоением. 

Если база векторного расслоения & является гладким 
многообразием М, то можно требовать, чтобы функции 
склейки 


*pa;: Us; — GL (п, В) 


являлись гладкими функциями, считая группу СЁ (п, В) 
областью в л?-мерном евклидовом пространстве всех мат- 
риц порядка п. 

Оказывается, что всякое векторное расслоение над 
гладким многообразием М допускает гладкие функции 
склейки при надлежащем выборе карт и гомеоморфиз- 
мов $». Это утверждение следует из стандартных теорем 
о равномерной аппроксимации непрерывной функции по- 
следовательностью гладких функций. Если &= (ЕЁ, р, М, 
В", фь) — векторное расслоение над гладким многообра- 
зием М с гладкими функциями склейки, то пространство 
расслоения Ё является гладким многообразием, а все ото- 
бражения, входящие в определение расслоения, являют- 
ся гладкими отображениями. 

Сечение f: М-—Е расслоения & называется гладким 
сечением, если в любой карте U, композиция 


Gp 0 (f | Us): И, > Up XR" 


является гладким отображением. 

Свойство сечения } быть гладким в окрестности точки 
ХЕМ не зависит от выбора карты И», содержащей точ- 
ку Хх. 
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Важным примером векторного расслоения на много- 
образии М является так называемое касательное рас- 
слоение. Пусть 


Ё Vo у. . 


— гладкое отображение области V,CR® в область V2c 
<”. Через Df обозначим матричнозначную функцию на 
Vi, составленную из всех частных производных отобра- 
жения |. Если в=}|°}р»— композиция двух отображений, 


то 
(Dg) (x) =БР ($, (х)) -Dfa(x), (1.9) 
где в правой части (1.9) стоит произведение матриц 


Dfi(f2(x)) и Б(х). 

Пусть М — гладкое многообразие, {U,} — атлас ло- 
кальных карт, gx: U;—>ViCR", ф ИУ» — такие же, как 
и в определении гладкого многообразия. Тогда матрич- 
нозначные функции 1»; (х) =ДОфь(ф»(х)) удовлетворяют 
условиям (1.4). Легко проверить, что 


det ры; (х) 40. 


Следовательно, функции %p,; являются функциями склей- 
ки некоторого векторного расслоения. Это расслоение на- 
зывается касательным расслоением многообразия М и 
обозначается через ГМ. 

Рассмотрим несколько примеров многообразий и ка- 
сательных расслоений. Пусть M=S'— окружность. Tor- 
Да в качестве локальной координаты на окружности мож- 
HO взять одно из значений углового параметра ф. На 
пересечении карт мы получим две локальные координа- 
ты, которые в силу определения будут отличаться друг 
от друга на постоянную функцию, кратную 2л. Следова- 
тельно, матрица частных производных (в данном случае 
просто производная) равна тождественно единице. Таким 
образом, все функции склейки касательного расслоения 
TS' тождественно равны единичному гомеоморфизму 
слоя В!, и, значит, TS'=S'XKR'. 

Аналогично, можно показать, что на двумерном торе 
Т* касательное расслоение тривиально: Т(Т*) =Т?Х В?. 
В случае же двумерной сферы $? касательное расслоение 
TS? нетривиально. 

Поскольку пространство ГМ само является гладким 
многообразием, то для него Имеет смысл говорить о 
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касательном расслоении. Пусть 
р: ТММ 
— естественная проекция. Тогда 
ТТМ = p*(TM) Фр" (ТМ). 


В общем случае для векторного расслоения & над глад- 
ким многообразием М имеет место изоморфизм 


TE = р’ () @p'TM. 


Гладкие сечения касательного расслоения TM назы- 
ваются векторными полями на многообразии М. Каждое 
векторное поле Х определяет оператор дифференцирова- 
ния кольца гладких функций С® (М) на многообразии М 
Этот оператор определяется следующим образом. Пусть 
И, = М — локальная карта, Xe, ..., Xe— локальная систе- 
ма координат в карте U,. Поскольку расслоение TM над 
картой И, гомеоморфно прямому произведению Их В", 
то сечение Х может быть записано в базисе (&, ..., en) 
пространства В” в виде линейной комбинации 


п р 
= Хе 
j=t 
где X4 (x) — гладкие функции в карте U, Пусть fe 
eC (M) — произвольная гладкая функция на многооб- 
разии М. Положим 


хо = 5х Zon. (1.10) 

k=] 
Значение левой части (1.10) не зависит от выбора ло- 
кальной системы координат (х!:’, ..., Хк’) в силу опреде- 


ления функций склеек расслоения ТМ и правила диффе- 
ренцирования сложной функции. 

Между прочим, справедливо и обратное утверждение. 
Всякий оператор дифференцирования 


А: С®(М)-—С® (М), 
т. е. оператор А, удовлетворяющий равенству 
A(f-g) =A (f)g+fA(g), 
определяется некоторым гладким векторным полем. 
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Векторное поле Х, имеющее вид Х (х) =е; в локальной 
системе координат (х',..., x"), обозначается через д/дх:. 
Значение векторного поля Х в отдельной точке xSM на- 
зывается касательным вектором в точке х к многообра- 
зию М, а весь слой касательного расслоения ТМ назы: 
вается касательным пространством. С каждым касатель- 
ным вектором Х в точке х можно связать функционал 
дифференцирования X,: С®(М)-—С, определяемый фор- 
мулой (1.10), и, обратно, всякий функционал A, удовле- 
творяющий равенству 


A (fg) =A (fg (x) +7(x)A(g), 


определяется некоторым касательным вектором в точке 
хЕМ. 

Пусть ф: (0, 1|--М — гладкая кривая. Тогда в каждой 
точке p(t), O<t,<1, естественным образом определяет- 
ся вектор, касательный к кривой ф, обозначаемой через 
4ф/41. Задать этот вектор можно, например, с помощью 
функционала дифференцирования 


Г-З) hat, 


В локальной системе координат вектор, касательный к 
кривой ф, задается координатами, равными производным 
вектор-функции ф. 

Иногда удобно понимать касательный вектор X, как 
«инфинитезимальную кривую» ф, проходящую через за- 
данную точку х, т. е. как пучок кривых, проходящих че- 
рез точку х и совпадающих с точностью до второго по- 
рядка малости по параметру. Тогда, если многообразие 
М гладко вложено в евклидово пространство В”, то каж- 
дый касательный вектор Х., хе=М, можно реализовать 
направленным отрезком в пространстве В”, начало ко- 
торого равно точке х=М< В". Множество всех касатель- 
ных векторов многообразия в точке х порождает линей- 
ное многообразие в евклидовом пространстве В”, прохо- 
дящее через точку х и касающееся многообразия М. 
Однако все касательное расслоение, как правило, нель- 
зя реализовать в пространстве В”, поскольку линейные 
многообразия, касающиеся многообразия М в различных 
точках, могут иметь непустое пересечение. 
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Примером вложения касательного расслоения в евк- 
лидово пространство служит линейчатая поверхность в 
Вз, составленная из прямых, касающихся винтовой линии 
(рис. 5). 

С каждым гладким векторным полем Х на многооб- 
разии М можно связать «систему обыкновенных диффе- 

ренциальных уравнений», т. е. зада- 
. ЧУ об отыскании таких гладких кри- 
вых ф, чтобы 


dP py __ 
4 O=AX (1). (1.11) 


В каждой локальной системе коор- 

динат уравнение (1.11) записывает- 

ся в виде настоящей системы из п 

обыкновенных дифференциальных 

Рис. 5. уравнений. Согласно теоремам суще- 

ствования и единственности для лю- 

бой точки x,=M существует и единственная такая глад- 
кая кривая p(t, x), —ex<t<e, что 


(0, ж) =X, 


и выполнено уравнение (1.11). Если M— компактное 
многообразие, то & можно выбрать как угодно большим, 
так что функция ф(Ь x) образует группу преобразований 
многообразия М, параметризованную вещественными 
числами teR': 


Ф(Ё, Ф(Ь, x)) =Ф(Ы-Ь, x). 


Рассмотрим пример векторного поля на двумерном 
торе Т*, задаваемого в угловых координатах системой 
уравнений 


а 
aes == a, — = b, 

dt dt 
где a, 6 — постоянные числа. Решениями этой системы 
являются кривые 


Gi=att+ Pro, Q2= t+ Quo. 


Если числа а и b рацнонально соизмеримы, т. е. если 
a/b — рациональное число, то каждая траектория явля- 
ется периодической, Т. е. замкнутой кривой на торе 7”, 
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Если числа а и 6 рационально несоизмеримы, т. е. a/b — 
иррациональное число, то каждая траектория образует 
плотное множество на торе 7’. В этом случае говорят, 
что движение, задаваемсе векторным полем, является 
условно периодическим. ь 
На гладком многообразии М изучают, кроме вектор- 
ных полей, и другие дифференциальные объекты, назы- 
ваемые внешними дифференциальными формами. 
Внешние дифференциальные формы порядка А опре- 
делим как гладкие сечения расслоения Л, (Т(М)*). Про- 
странство внешних дифференциальных форм порядка № 
обозначим через @,(М). Если ое, (М), Xi, ..., Xa 
векторные поля, то определена гладкая функция o (Xi, . 
..., Дь) как значение сечения w на векторах X,(x), 
.., X,(x) касательного пространства в точке х, ПОСКолЬ- 
ку A,(T(M)*) = (Л, Т(М))*. Через o:A@2. будем обозна- 
чать внешнее произведение двух форм, индуцированное 
операцией внешнего произведения векторов во внешних 
степенях конечномерного векторного пространства. 
Предложение 1.3. Существует и единствен опе- 


ратор 
а: о, (M)—OQnat (M) , 
удовлетворяющий условиям: 
а) 4(®. Ло) =4в. Ло: + (—1) 6, Лао»; 
6) (df) (X) =X (f), ede feC* (М) =Q,(M), Х — вектор- 
ное поле; 


в) 42= 
Предложение 1.4. В локальной системе коорди- 
нат (х,..., x") любая внешняя дифференциальная фор- 


ма о степени k имеет вид 
о(х)= ХУ andes Л... Ла 
нь) 


В частности, 9,(М) =0 при #>п, а любая форма ое 
ЕО, (М) имеет вид 


w(x) =f(x)dxt/A ... Лах". (1.12) 


Если (у',..., у") — другая локальная система коор- 
динат, то 


@ (x) = F(x) - det =| ay" Л... Ady". 
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Многообразие М называется ориентированным, если 
существует такая форма «ЕО, (М), что для каждой точ- 
ки хеМ найдется локальная система координат (x',... 
..., 4"), для которой в формуле (1.12) 


f(x) >0. (1.13) 


Набор локальных систем координат, удовлетворяющих 
(1.13), называется ориентацией многообразия М. 

Например, окружность $! является ориентированным 
многообразием, поскольку существует дифференциаль- 
ная форма dq, имеющая одинаковый вид для любого 
углового параметра ф в окрестности каждой точки окруж- 
ности $'. 

Точно так же на двумерной сфере $? в каждой из 
щести карт, x>0, y>0, z>0, х<0, y<c0, 2<0, диффе- 
ренциальную форму можно задать следующими равен- 
ствами: 


при z>0 о уе, 
при х>0 o= УЕ dy /\dz, 
при y >0 =r eae, 
при z<0 оу ety, 
при y<0 он Ne 
при «<0 о Spree eax. 


Тривиальная проверка показывает, что определение 
формы ® согласовано на пересечениях карт и, значит, 
согласно определению многообразие $* является ориен- 
тируемым. 

Определение ориентируемости можно также сформу- 
лировать следующим образом: существует такой атлас 
карт, что якобианы замен координат положительны в 
пересечении любой пары карт. 

Покажем, например, что лист Мебиуса является не- 
ориентируемым многообразием. Лист Мебиуса можно 


и —— 
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представить себе склеенным из двух прямоугольников U, 
и U;. Введем. в прямоугольнике U, координаты (хи, хз), 
0<х,<1, 0<х,<1, а в прямоугольнике U,— координа- 
ты (и, ¥2), О<и,<1, 0<у,<1. Пусть карты U, и 0, 


склеены с помощью отображения Pia: < 
x 1/2, x2), Om x, <, 
Oia in к) = [1 /2, жа) <<! 
(x, —1/2, 1—4), 12% м< 1. 
Тогда якобиан ЕК замены координат равен 
x1, Xo 
д (ил, Ye) =| 1, 0< 4 < 1/2, 
д (x1, хз) —1, 12«< < Ь 


и, следовательно, меняет знак в различных точках на 
пересечении карт. 

Более тонкая задача заключается в том, чтобы дока- 
зать, что подобная ситуация наблюдается в любом атла- 
се карт на листе Мебиуса. Мы опустим это доказатель- 
ство. 

Если | — гладкая функция на гладком многообразии 
М, то df является внешней дифференциальной формой, 
т. е. сечением кокасательного расслоения T*M. Это сече- 
ние можно также трактовать как послойно линейное OTO- 
бражение 


df: TM—R' 


касательного расслоения ТМ в пространстве веществен- 
ных чисел В. Тогда диагональное отображение 


Df= (df, f): TM>R!XR!=TR! 


является послойно линейным отображением касательных 
пространств. 

Указанная трактовка дифференциала функции 0606- 
щается на случай произвольного гладкого отображения 
многообразий. Отображение f: М,>М, гладких многооб- 
разий называется гладким отображением, если в каждой 
локальной системе координат многообразий М, и М, 
отображение { представляется в виде гладкой вектор- 
функции. Условие гладкости отображения f не зависит от 
выбора локальной системы координат как в многообра- 
зии Мь, так и в многообразии М.. 


we 
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Пусть (x', ..., x"), (y', ..., у") — локальные системы 
координат многообразий М, и М, в картах И и`У соот- 
ветственно. Тогда отображение } имеет вид 


ПН, ..., x"), f=l,..., m. 
Рассмотрим матричнозначную функцию 
off 
D(x) = axe (1.14) 
; дх 


Функцию (1.14) можно понимать как линейное отобра- 
жение 


Df: UXR" >VxR™. (1.15) 


Предложение 1.5. Линейные отображения вида 
(1.15) определяют гомоморфизм касательных расслоений 


Df: ТМ--ТМ,, 


так что следующая диаграмма коммутативна: 


TM, => ТМ, 
Jes фр: 
М, > М, 
Доказательство основано на формальном применении 
правила дифференцирования сложных функций. 
Отображение Df называется дифференциалом отобра- 
жения |. Поскольку мы определили отображение Df ка- 
сательных векторов к многообразию М, в касательные 
векторы к многообразию М», то с его помощью можно 
определить отображение пространств внешних диффе- 
ренциальных форм 


Р: Qe (Ma) > 2 (My), 
Полагая | 
FF ©) (Хь ..., Xe) (x) = о (DX, (fx), ..., DfXe (fx)). 


Тогда 
Ё (do) = df* (о), 


Г (Ло) = Fo) AP (©). 


(1.16) 
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Отображение f: ММ, называется вложением, если f 
является взаимно однозначным отображением на замк- 
нутое подпространство }(М,) и Df является мономорфиз- 
мом в каждом слое касательного расслоения. 

Например, вложение {: {а, 5]->В* отрезка веществен-, 
ной прямой в трехмерное евклидово пространство явля- 
ется регулярной гладкой кривой. Условия мономорфно- 
сти дифференциала Df в каждом слое сводится к сле- 


дующему неравенству: а (1) #0, te[a, b], т. е. вектор 


скорости должен быть отличен от нуля в каждой точке 
кривой. 

Аналогично, условие левырожденности поверхности в 
трехмерном пространстве В, заданной параметрически 
как отображение квадрата f: (а, 6] Ж{с, а|-В*, сводится 


of 9! 
к тому, что частные производные . эк it v), 50 (# v), 


uefa, b], vefc, 4], вектор-функции f(u, v) линейно неза- 
висимы. Это условие эквивалентно тому, что матрица 
Якоби 

ОР. 

ди dv 

О 

ди dv 

oP Or 

ди до 


отображения f(u, и) = ([(и, v), Р(и, v), Р(и, v)) имеет 
максимальный ранг, т. е. дифференциал Df является мо- 
номорфизмом. 

Теперь мы введем когомологии де Рама на гладком 
многообразии. Оператор 4 из предложения 1.3 образует 
цепной комплекс 


а, (М) > 9, (м) >... > 9, (М), 


Т. е. такую последовательность гомоморфизмов, что 


Ker’ а > Im? d, 


х 
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где 
Keré 4 = {o: ое, (М) и do = 0}, 


Im* 4 = d (Q».,(M)). 
Положим 
НА (М) = Кег* аи 4. 


Группа НЁ (М) называется группой Е-мерных когомоло- 
гий де Рама. Условие (1.16) порождает естественные го- 
моморфизмы | 


ft: НЕ (M,) > Hi(M,) 
для гладкого отображения 
f: М,>М.. 


Существует и другое определение когомологий, год- 
ное для любого топологического пространства Х. Это так 
называемые спектральные когомологии. Пусть на про- 
странстве Х задано открытое покрытие U={U,}. Обозна- 
чим через C*(X, Ul) групгу, элементами которой являют- 
ся наборы постоянных функций {f.,..2,}, определенных на 
всевозможных пересечениях вида Из... а, =Ual).. Uap 
520. Группа C*(X, Ul) называется группой коцепей по- 
крытия 1, а элементы — коцепями покрытия Ut. Опреде- 
лим гомоморфизм 


д: С*(Х, 1) >С" (Хх, И) 


равенством 
n+ 


(Bas..ones =) (1 Fag cing 


j=0 


(индекс a; с «крышкой» означает, что данный индекс 
пропущен). Имеет место равенство 


так что, как и в случае когомологий де Рама, можно 
определить группы когомологий 


H* (X, И) =!Кег дли д. 
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Пусть S={V,} — другое открытое покрытие, более 
мелкое, чем И. Это значит, что 


Ув» (1.17) 
и поэтому : 
Vp,...8 С Чаво... В)- (1.18) 
Таким образом, соотношение (1.18) определяет отобра- 
жение 
л: С*(Х, U)>C*(X, 3), 
причем 


дл=лд. (1.19) 


Условие (1.19) означает, что гомоморфизмы ях индуциру- 
ют гомоморфизмы 


nt: H*(X, 1)->Н\(Х, 8). (1.20) 


Предложение 1.6. Гомоморфизм (1.20) ne зави- 
сит от выбора индекса а (В) для включения (1.17). 

Таким образом, мы получаем корректно определен- 
ную последовательность групп Н*(Х, И), направленную 
по включению одного покрытия в другое. Положим 


H* (X) = lim H* (Х, И) 
Г 


и назовем группы H*(X) спектральными когомологиями. 
Предложение 1.7. Пусть покрытие й={0.} тако- 
во, что все множества Ци... «, стягиваемы. Тогда гомомор- 
физм 
H*(X, Ц)—Н\(Х) 


является изоморфизмом. 

Примером такого покрытия может служить следую- 
щее покрытие. Пусть Х — симплициальный комплекс, т. е. 
пространство, являющееся конечным объединением Х= 


==(JX, замкнутых подпространств X,, гомеоморфных 
5 

стандартным линейным симплексам различных размер- 

ностей, причем Х. пересекаются по некоторым граням. 


Тогда, если &, ..., е.— нульмерные симплексы, то мно- 
жества 


U;= зе, = И{Ха: Хе} 
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открыты, покрывают пространство Х и удовлетворяют 
условиям предложения 1.7. 

Если пространство Х является гладким многообрази- 
ем, то оба определения когомологий совпадают. 

Теорема 1.8. Когомологии де Рама Н й (М) и спект- 
ральные когомологии H*(M) гладкого многообразия М 
изоморфны. 

Покажем, как можно такой изоморфизм установить 
в случае, когда многообразие М представлено как комп- 
лекс, составленный из гладких симплексов. Пусть снача- 
ла М — ориентируемое многообразие и woe, (M), 
dim M=n. Если М является областью в евклидовом про- 
странстве В” с координатами (x', ..., x"), то согласно 
формуле (1.12) 


@ (x) = f(x)dxt/A\ ... Лам. 


Положим 
foal... Гоа... dx. (1.21) 
M м 
Если (y', ..., у") — другая система координат из той же 
ориентации, то 
9 (xt, ..., ”) 
det 0 
A(y', ..., у") 2 


и, следовательно, определение (1.21) не зависит от выбо- 
ра системы координат в ориентированной области Mc 
с В”. Теперь уже ясно, как определить интеграл формы 
® для любого ориентированного многообразия М. Нужно 
покрыть многообразие М локальными картами U,, вы- 
брать в них локальные системы координат с одной и той 
же ориентацией и положить 


eter 3. fs 
$ [С Чи... 


Слагаемые по различным пересечениям необходимы для 
компенсации повторного интегрирования формы по об- 
щим множествам. 

Предложение 1.9. Если 


Е М.М, 
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— гладкое отображение, сохраняющее ориентацию, то 
| ft(o) = | о. 


Предложение 1.10. Пусть М — компактное ори- 
ентируемое гладкое многообразие с краем OM, dim М=п, 
oEQ,-1(M). Тогда при подходящем выборе ориентации 
в OM справедлива формула Стокса 


(4 = До. (1.22) 


Доказательство. Для доказательства формулы 
Стокса заметим, что формула (1.22) линейна относитель- 


но формы w. Следовательно, если w= > ®; и формула 
t 

(1.22) справедлива для каждого слагаемого в; в отдель- 

ности, то она справедлива и для формы ®. Поскольку 

многообразие М компактно, то существует конечный ат- 

лас карт {0}, а согласно предложению 1.1 разбиение 

единицы {ф;}, подчиненное покрытию {U,}. Тогда форму 


® можно представить в виде o= я @;, где о, =фю. Но- 
1 

ситель формы ©; компактен и лежит в карте U,. Поэтому 

достаточно проверить формулу (1.22) для каждого сла- 

гаемого @; в отдельности. Поскольку supp @;CU;, то и 

supp 4®;<= О», а интегралы можно брать по карте U;: 


(doj= f ао’, { ®; = | @;. 
M U; OM OM о 
Следовательно, мы можем считать, используя локальные 
координаты карты U;, что интегрирование формы в; про- 
исходит по (n—1)-MepHomy евклидову пространству В”-!, 
а интегрирование формы dw; происходит по полупрост- 
ранству В+ = {x,>>0}. 
Таким образом, достаточно доказать формулу (1.22) 
для частного случая многообразия В+ с краем В““-5 и 
формы m на нем с компактным носителем. 


3 Мищенко и др. 
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В этом частном случае (п—1)-мерную форму ® мож- 
но представить в виде 


©® = >, № (1 sees Xn) dx, /\ ... Л ... Лаж, 


fax] 


где каждая функция Ay(%1,..., Xn) имеет компактный HO- 
ситель. Применяя аналогичные рассуждения, достаточно 
проверить формулу (1.22) для случая одного слагаемого 


“IN 
oO=A(Xy eee Xn) dx, /\ ... Лам Л eee /\ din 
do = (—1)"? > 6, Фу Xn) dx, /\ ... Л 4х». 
1 


Возможны два случая. Пусть {5 п. Тогда 


о JN" ть vee Ma) а... Чжи 


ладья, (бе о -4х вы. 
97-1 
on 


“00 


Очевидно, что внутренний интеграл равен нулю в еилу 
компактности носителя функции А. Значит, 


[| do=o. 
RY 
С другой стороны, 
( @ = | at (a Ga, sees Knot, 0) 4х1х, ... dx... Xn, 
Ra-1 в(п-1) 


где X, == 0. Следовательно, 


\ @ = 0. 
вп-1 
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Пусть теперь i=n. Тогда 


4%=(. в теб 22 два... = 


RY 
° 1 Oh 
= dx, ... Чжи. f(y Sax ig 
fo tea Jer 


=f. 7 fa. ... Ay (ИА (Xp, «so азь 0) =(—1)" 

RA-1 вп-1 

При подходящем выборе ориентации на В”-* получа- 
ем формулу (1.22). 

Формула Стокса (1.22) является обобщением клас- 
сических формул вычисления интегралов второго рода по 
замкнутым кривым и поверхностям. Если кривая Г рас- 
положена без самопересечений в плоскости R?, то соот- 
ветствующая формула называется формулой Грина. В са- 


мом деле, интеграл второго рода ф (Pdx+Qdy) по 


замкнутой кривой Г можно интерпретировать как интег- 
рал дифференциальной формы w=Pdx+Qdy по одно- 
мерному многообразию Г. 

Пусть © — двумерная область, ограниченная кривой 
Г. Тогда © является двумерным многообразием с краем, 
причем О =Г. Тогда согласно формуле Стокса (1.22) 


имеем {o = | dw. Дифференциал dw вычисляем стан- 
oa | 


дартным образом: 
do = в dP /\ dx +dQ /\dy = 
= (© dx 4% = ay) A dx + (2 dx +2 7 dy) Ady. 


Поскольку dxAdx=dy/\dy=0 в силу косой симметрии 
дифференциальных форм, то 


= a. (20a 
dw ay ty \de +S dx Ady = (FB о) 4х/\49. 


3 
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Тогда 


Hird + aay) = | @ = Ves Mae a) 


Последняя формула и называется формулой Грина. 
Аналогично, если замкнутая кривая Г вложена в трех- 

мерное пространство В* и ограничивает двумерную по- 

верхность $, т. е. д5=Г, то интеграл второго рода 


ф (Pdx+Qdy+Rdz) мы интерпретируем как интеграл 
r 

дифференциальной формы o=Pdx+Qdy+Rdz no мно- 
гообразию Г. Тогда, снова применяя формулу Стокса 
(1.22), получаем формулу 


(Pade Qdy + Rdz) | do = ыы ie 


ie (> —*) dy dz +(F% -%) dzdx}, 


которая тоже носит название формулы CToKca. 

Наконец, если $ — замкнутая поверхность в трехмер- 
ном пространстве Вз, ограничивающая некоторую трех- 
мерную область У, OV=S, то интеграл второго рода 


$$ (Рахау+ Qdy'dz + Вадах) 


мы интерпретируем как интеграл двумерной дифферен- 
циальной формы 


=P dxAdy+Q ауЛаг+В агЛах 
по двумерному многообразию $. Применяя формулу 
(1.22), получаем формулу Гаусса — Остроградского 
$$ (Pdxdy + Qdy аг -- Казах) = | o= 
$ дУ 
. oP , 00 OR 


Вернемся теперь к некоторому симплициальному разбие- 
нию многообразия М. Пусть е,, ..., е.— нульмерные сим- 
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плексы, 0; =3{е;— объединение всех симплексов, содер- 
жащих точку е, Ц={0;}. Пересечение Uj..3, =И,П 
. ПО» непусто тогда и только тогда, когда точки е,, . 
., j, являются вершинами некоторого (единственного) 
симплекса. Обозначим этот симплекс через о;,.;,. Теперь 


мы можем построить гомоморфизм a: Q (М) > С (М, М). 
Пусть © = ©, (М), Uj,...7, = ©. Положим 


в (6) (И...) = }) в. 
бо... 1ь 
Из (1.22) следует у 
'Лемма 1.11; Для о=®,(М) справедливо следующее 


равенство: 
да (®) = (45). (1.23) 


B силу (1.23) гомоморфизм a@ индуцирует гомомор- 
физм 


а*: Hg (М) > H*(M, №) = H*(M). 


Теорему 1.8 можно уточнить, утверждая, что гомомор- 
физм <" является изоморфизмом. 

Покажем, как доказывается теорема 1.8 для одно- 
мерных когомологий. Пусть = {U,} — некоторое покры- 
тие. Без ограничения общности будем считать, что мно- 
жества U, и И.П] Иь линейно связны. Пусть ceC! (М, и), 
C= {Cus}, Oc=0, т. е. сов+сы--св=0 для случая, когда 

Uasr#0. Тогда существуют гладкие функции [» на мно- 
жествах И«, удовлетворяющие условию 


[Го (x) — [в (x) = са, хе вв. ` (1 .24) 


В самом деле, функции [« можно строить последователь- 

но, линейно упорядочив все множества U, покрытия И. 
Если для <a функции [», удовлетворяющие (1.24), уже 
построены, то, используя (1.24) для В =, получаем, что 
функция fe, должна однозначно задаваться на подмно- 
жестве acd, Ua, a= Ue, Заменяя, если это необходимо, 


каждое множество U, на меньшее множество Vac Ve Uz, 
UV.=M, мы можем продолжить функцию f., с множе- 
a 


ства |) Их Ha все множества U,,. Таким образом, ` 
у A< a з 
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мы имеем набор функций fa, удовлетворяющих условию 
(1.24). Пусть w.=df., тогда из (1.24) следует, что c= 
=p Ha Ugg, т. е. существует форма w на многообразии М 
такая, что w/U,=@e. Ясно, что dw=0. Если р’— другой 
набор функций, удовлетворяющих (1.24), то существует 
такая гладкая функция на многообразии A, что [= +, 
xeU,. Тогда wo’ =@+dh, т. е. ®’и ® определяют один и 
TOT же элемент в группе Hy (М). 

С другой стороны, если ое, (М) — такая форма, что 
do=0, то в каждой локальной карте И», гомеоморфной 
евклидову пространству, найдется такая гладкая функ- 
ция fe, что ак =. В самом деле, функцию | можно 
задать с помощью криволинейного интеграла 


[е (х) = fo, (1.25) 


причем кривая [хо, x] полностью лежит в карте U,. По- 
скольку И« АВ”, то интеграл (1.25) не зависит от пути. 
Тогда разность 


fa—fe 


является постоянной функцией на И.» равной, ска- 
Жем, Cag. 

Таким образом, мы получим коцепь C= {св} © 
еС'(М, И), дсе=0. Мы построили два взаимно обратных 
отображения групп На (М) и Н*(М). 

Мы привели два различных определения когомологий 
гладкого многообразия М с вещественными коэффици- 
ентами. Существуют и другие способы определения ко- 
гомологий, например, с помощью разбиения компактно- 
го гладкого многообразия на симплексы. Каждое из опре- 
делений имеет определенные удобства в различных 
задачах. В настоящем изложении естественно будут воз- 
никать спектральные когомологии и когомологии де Pa--~ 
ма. Используя же определение симплициальных когомо-.. 
логий, можно эффективно указать конечный набор ин- 
тегральных условий для разрешимости уравнения ‘dao= 
==Q, где @ — дифференциальная форма размерности А. . 
Именно,. существует такое конечное число подмногооб- 
разий №, ..., М, @Нп М:=А, 1<155, что уравнение 
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do=Q разрешимо тогда и только тогда, когда 
fa =0, 1l<i<s. 


Если многообразие М разбито на конечное число глад- 
ких симплексов, то интегральные условия можно перепи- 
сать в виде конечного числа равенств 


М (Q=0, 
BN Jano 


где в; — симплексы размерности k, a Af — некоторые 
числа, не зависящие от формы ©. 

В качестве примера вычислим группу одномерных 
когомологий окружности S', Введем для этого в каче- 
стве локальной координаты на 5' угловой параметр $. 
Тогда всякая одномерная форма w имеет вид «=[(ф)аф, 
причем функция f(p) должна быть функцией точки на 
окружности, т. е. периодической, |(ф) =!(ф-+2л). Если 
o=dg, где & — некоторая функция на окружности 95', 
т. е. &($) — периодическая функция, & (9) = (Ф+2л), 


то получаем уравнение [(ф) = 458 (9) или 8 (9) =&(0) + 


ф 

+ \F(x) dt. Поскольку g — периодическая функция, TO 
0 

функция f должна удовлетворять условию 


ие dp =0. 


Всякая периодическая функция }($ф) может быть од- 
нозначно разложена в сумму [($) =А-+-й($), причем 


[Aa)do=o, A=const. Тогда форма #($)4ф принадлё- 


жит образу дифференциала 4, h(~)dpelmd. Таким об- 
разом, каждый класс смежности Ker d/Imd содержит 
единственную форму вида A dg с постоянным множи: 
телем A. Следовательно, одномерная группа когбмо- 
легий окружности 5' изоморфна группе вещественных 
чиеел В. 


`. 
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Рассмотрим другой пример — двумерную сферу S’. 
Удобно представить двумерную сферу S* в виде попол- 
ненной комплексной плоскости. Тогда сферу S? можно 
покрыть двумя картами U, и U2, каждая из которых го- 
меоморфна комплексной плоскости С' с комплексными 
координатами г и W, связанными соотношением г=1/щ. 

} . u v 
Если 2=x+iy, w=u+iv, то х= ву, у = ee 
Рассмотрим произвольную 1-форму ® на 5, для которой 


dw -=0. Пусть в картах О, И, форма ® имеет вид © =~ 


= Pdx+Qdy, o=Pdu+ 040. Поскольку do =0, то 
aP 0 ФР. 
dy ax” dv 
® можно представить в виде полного дифференциала 


=> . Тогда в каждой карте отдельно форму 


Рах + 94у=ар(х, у), Pdu+Qdo='df, (и, 0). 


(=) 
Для этого следует положить f,(x, и) = | (P dx+Q dy), 
(0,0) 
(4,9) : 
В (и, о) = | (P du+Qdv), где интегралы берутся по 
(0,0) 


произвольным гладким кривым, соединяющим точку 
(0, 0) с точкой (х, и) и соответственно точку (0, 0) с точ- 
кой (и, о). Пусть ф — такая гладкая функция’ на сфере 
5?, которая тождественно равна единице в окрестности 
точки (0, 0) карты U, и имеет. компактный носитель в 
карте U,. Тогда в карте U, функция ф равна нулю в окре- 
стности точки (0, 0). Положим &.==фЬ. Хотя функция 
Ё определена всего лишь в карте U,, но поскольку функ- 
ция имеет компактный носитель в карте И», то функцию 
ф: можно доопределить нулем, в точках, не принадле- 
жащих карте (.. | 

Тогда форма ®’=®— 48, тождественно равна нулю 
в окрестности точки (0, 0) карты (+. Следовательно, в 
карте U, форма w’=P’dx+Q’dy тождественно равна ну- 
лю вне некоторого круга, т. е. при х?--у?>А? ‘имеем 
тождества P’(x, у) ==0, Q’(x, у) =0. Рассмотрим тогда 
решение уравнения dg,=o’ в карте U,. Ищем решение 


rates 
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8, (х, у) в виде 
(x.y) 
Bile у) = | (P(x, v)de + Q(x, ¥)dy). 


(0,0) 


. 


Покажем, что при х*--у*>Е* функция g, постоянна, 
т. е. &1(х, у) =const. В самом деле, значение функции 
8.(х, у) можно вычис- 
лять, интегрируя форму 
@’ по любому пути, соеди- 
няющему начальную точ- 
ку (0, 0) с точкой (x, и). 
Выберем путь y следую- 
щим образом. Пусть 4 co- 
ставим из трех отрезков 
v= vies: Путь %: являет- 
ся лучом, выходящим из 
точки (0, 0) в точку (ВЮ, 
0). Путь у, является от- Рис. 6 
резком прямой, соединя- i 
ющей точки (R, 0) и 
(Ух?--у?, 0). Путь ys является дугой окружности радиуса 
yx*+y’, соединяющей точки (yx?-+-y?, 0) и (x, и) (рис. 6). 

Тогда все точки путей у, и у, лежат вне круга радиу- 
са А и поэтому 


| o’ = | (P’ dx +0 4у)'=0. 


Vea Vso 
Следовательно, 
Bi(t, y) = [(Р'’4х-- 9’ dy) = { (P’ dx + Q' dy) + 


у V1 
+ | (Pde + Q' dy) = [ (P’ dx + Q' dy) = £1 (R, 0) = const. 
- v1 


Ves 


Поскольку функция g,(x, у) постоянна вне круга pa- 
диуса К в карте U,, To ее можно однозначно доопреде- 
лить в бесконечно удаленной точке значением, равным 
этой константе 5, (Ю, 0). Таким образом, функция g, по- 
стоянна в окрестности точки (0, 0) в карте U,. Следова- 
тельно, на всей сфере 5* выполнено тождество 


dg s=’ 
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или 
o=dg,+dgs. 


Мы доказали, что в одномерных формах Ha сфере S? 
ядро Ker 4 совпадает с образом Ипа, т. е. H'(S*) =0. 

Вычислим теперь двумерные когомологии сферы 5°. 
Для этого достаточно описать подпространство всех дву- 
мерных дифференциальных форм, являющихся образа- 


ми дифференциала 4. Покажем, что если | o=0, то 
1 J, 

уравнение 49 = разрешимо для некоторой одномерной 

формы @ на сфере S*. В каждой из карт U, и U, такое 

уравнение разрешимо, поскольку форма ® имеет вид 

®==(х, y)dx/dy и можно положить @==Р(х, y)dy, где 
& 


P(x, у) = (1х, у) dx. 


о 

Таким образом, в карте И, найдется такая одномер- 
ная форма О©,, что 4@, =; аналогично, в карте U, най- 
дется такая одномерная форма ®,, что 4@, =. Тогда на 
пересечении карт И:ПО», которое в координатах (x, и) 
представляет собой комплексную плоскость с выколотой 
точкой (0, 0), имеет место равенство d(2,—Q,) =0. Pac- 
смотрим замкнутую кривую Г — окружность х*-- у*==А?. 

огда 


{o.= { dy, [Q=— { dQ. 
ху Г ай 
Следовательно, 


[1 —%) = [o= [№0 
Г 0. : 


Таким образом, интеграл формы ®,—©, по любой 
замкнутой кривой, лежащей в ИП О», равен нулю. Сле- 
fa lh в пересечении U,f|U, разрешимо уравнение 

=Q,—2.. 

Рассмотрим гладкую функцию & в карте U,, равную 
нулю в окрестности точки (0, 0) и единице вне круга 
радиуса Ю. Тогда функция #=4! может быть доопреде- 
лена в точке (0, 0) до гладкой функции в карте U,. По- 
ложим Q,’==Q,—dh. Тогда dQ,’=o в карте U, и Q,/=Q, 
в карте U, при *-+у>А*, Следовательно, форма 2,’. 
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может быть продолжена на всю сферу S? так, чтобы 
dQ,’=@ на сфере 5? Таким образом, каждый класс 
смежности в когомологиях H’(S*) определяется веще- 


ственным чиблом, равным интегралу | ®. 
$ . 
Осталось проверить, что на сфере найдется такая 


двумерная форма w, что | 090 Положим в картах U, 


и 0, 
1 atAdy gn _, da Ado 


(bate? (a pole 


Нетрудно убедиться, что формы w’ H ®” совпадают на 
пересечении карт И.ПИ.. С другой стороны, поскольку 


коэффициент 4х/\4у формы w’ неотрицателен, то |\o’> 

Й 1 
>0. Значит, форма o, o|U:=0', a] U,=0”, удовлетво- 
ряет всем требованиям. Таким образом, двумерная груп- 
па когомологий сферы S? изоморфна группе вещёствен- 
ных чисел: Н*(5*) =В!. 


§ 1.2. Теоремы о трансверсальной регулярности 


Теоремы о трансверсальной регулярности или, как их 
ещё называют, теоремы об общем положений основаны 
на свойствах линейных пространств и их подпространств. 
Например, если У — вещественное линейное простран- 
ство размерности п, V,, У, — два его подпространства 
размерностей р и 4 соответственно, то при р-+9>>п пе- 
ресечение УПИ, не равно нулю, а размерность dim(V.f] 
ПУ,) этого пересечения можно оценить снизу числом 
p+q—n: 


dim(V,Q V2) =p+q—n. (2.1) 


Более того, при сколь угодно малых сдвигах линейных 
подпространств V,, У, оценку (2.1) можно превратить в 
равенство. В этом случае алгебрайческая сумма подпро- 
странств У, и У, совпадает со всем пространством И. Го- 
ворят, что два линейных подпространства V, и V, нахо- 
дятся в общем положении, если 


у, + У, = И. 
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Термин «общее положение» оправдан тем обстоятель- 
ством, что вложения У,с-У,, V.cV, можно с помощью 
сколь угодно малых сдвигов превратить в общее положе- 
ние, причем множество вложений пространств У, и И, в 
У, при которых подпространства У, и У, находятся в об- 
щем положении, образуют всюду плотное открытое мно- 
жество в пространстве всех вложений, а также в про- 
странстве всех линейных отображений. Другими слова- 
ми, «подавляющее большинство» вложений обладают тем 


свойством, что подпространства У, и У, находятся в об-. 


щем положении. Оказывается, что для нелинейных глад- 
ких отображений можно тоже исследовать вопросы, ана- 
логичные теории общего положения линейных отобра- 
жений. Для этого достаточно рассматривать линейные 
аппроксимации гладких нелинейных отображений. Клас- 
сическим примером является теорема о неявной функ- 
ции. Мы придадим этой теореме, а также всем понятиям, 
использующимся в ‘ней, такой инвариантный вид, чтобы 
ее можно было обобщить на случай произвольных глад- 
ких отображений гладких многообразий. 
Пусть задано гладкое отображение 


Е M:>M, (2.2) 
гладких многообразий, вообще говоря, разных размерно- 


стей. Точка хеМ, называется регулярной точкой для 
отображения f, если дифференциал отображения f 


df: TM,>TM, 


отображает касательное пространство (ТМ,), в точке 
xeM, на касательное пространство (ТМ,) 1x) в точке f(x), 
т. е. линейное отображение 


(аР= (TMs) 2>(TM2) нь 


является эпиморфизмом. В локальных системах коорди- 
нат в окрестностях точек x и f(x) отображение f можно 
изобразить как набор функций 


yf (x', ..., x"), 13Ё=т, 
где (x', ..., х") — локальные координаты многообразия 
Мь a (у',..., у") — локальные координаты многообра- 


зия M,. Эпиморфность отображения df означает, что 


+ a 2 
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ранг матрицы Якоби 


ay* aft (xt, ..., x) 
ax! ax! 


равен m. Следовательно, пт, и должен найтись HeKO- 
торый минор порядка т матрицы (2.3), отличный от 
нуля, т. е. координаты (x*, ..., x") разбиваются на две 
группы (хй,..., Хт) и (Хты, ..., %'n). Совершенно яс- 
но, что набор неявных функций 


fr(xt, ..., x")—y* =0 


удовлетворяет условиям разрешимости теоремы о неяв- 
ной функции для координат (х",..., Хт). Назовем точ- 
ку УЕЕМ, регулярной точкой для отображения (2.2), если 
любая точка xef~'(y) является регулярной точкой для 
отображения (2.2). Теорема о неявной функции в нашей 
интерпретации может быть сформулирована следующим 
образом. 

Теорема 2.1. Пусть f: М,—М, — гладкое отобра- 
жение гладких многообразий, dim М,==п, dim М, =т, 
а уЕМ, — регулярная точка для отображения |. Тогда 
прообраз f-'(y) точки yeM, является гладким многооб- 
разием размерности (п-т), гладко вложенным в мно- 
гообразие М.. 

Более общая ситуация, в которой работает теорема о 
неявной функции, заключается в следующем. Пусть за- 
даны три многообразия M,, М, и М, гладкое отображе- 
ние 


(2.3) 


ЕЁ М,>М, 
и гладкое вложение 
Фф: №М—М.. 


Напомним, что дифференциал 4ф является мономорфиз- 
мом касательных расслоений 


dg: TN->TM,. 


Будем говорить, что отображение f трансверсально регу- 
лярно вдоль подмногообразия М, если в каждой точке xX 
прообраза {-—*(№) композиция гомоморфизмов 

af 
(ТМ,), > (TM) pe) > (TM) КТМ ey (2.4) 


` 
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является эпиморфизмом. Определение регулярной точки 
для отображения | в точности означает, что отображе- 
ние | трансверсально регулярно вдоль нульмерного под- 
многообразия, состоящего из одной точки у. 

Условие (2.4) трансверсальной регулярности отобра- 
жения | в локальной системе координат, так же как и в 
случае регулярной точки, означает невырожденность не- 
которого минора матрицы Якоби отображения |. Cama же 
теорема о неявной функции может быть интерпретиро- 
вана следующим образом. . 

Теорема 2.2. Пусть |: My>M,— гладкое отобра- 
жение гладких многообразий, ф: М-—>М, — подмногооб- 
разие, 

Чит М. =, т М.=т, dimN=k. 


Если отображение | трансверсально регулярно вдоль 
подмногообразия N, то прообраз |-* (М) является гладким 
многообразием размерности n—m-+k, гладко вложен- 
ным в многообразие M,. 

Рассмотрим несколько примеров применения теоре- 
мы 2.2. 

1. Два подмногообразия в общем положении. Пусть 
фк: MM, k=1, 2, — два вложения. Если вложение ф, 
трансверсально регулярно вдоль подмногообразия Mz, то 
будем говорить, что подминогообразия пересекаются 
трансверсально или что подмногообразия М, и М, нахо- 
дятся в общем положении. Хотя в приведенном опреде- 
лении вложения $! и $, входят несимметрично, на самом 
деле вложения G, и $. можно поменять местами. Дей- 
ствительно, прообразы 9:*(М,) и git (М,) совпадают и 
равны пересечению М, М.. Условие же трансверсальной 
регулярности одного вложения вдоль другого подмного- 
образия эквивалентно следующему симметрическому ус- 
ловию: для каждой точки x, хе=М:[ГМ,, выполнено ра- 


венство 
(ТМ,) 2+ (ТМ,) „= (TM) x 


Тогда пересечение М, ПМ, на основании теоремы 2.2 яв- 
ляется гладким подмногообразием, 
dim (М.П М.) =dim M,+dim M.—dim М. 
Например, если многообразие М компактно и 
dim M=dim M,+dim M,, то пересечение М.П М, являет- 
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ся нульмерным компактным многообразием, т. е. состоит 
из конечного числа точек. 

2. Трубчатая окрестность подмногообразия. Пусть 
ф: М,—М, — вложение, тогда дифференциал dq явля- 
ется мономорфизмом расслоений . 


dq: ТМ.—ТМ,, 


который можно разложить в композицию 
TM. ТМ.—ТМ.. 


Фактор-расслоение ф’ТМ./ТМ, называется нормальным 
расслоением к вложению ф и обозначается через v(M,) 
или через v(M,G М:). Термин «нормальное расслоение» 
оправдан следующим утверждением. Пространство нор- 
мального расслоения v(M,) диффеоморфно некоторой 
открытой окрестности УсМ., содержащей подмногооб- 
разие M,. При этом диффеоморфизм 


4: (М,)—У<М, 


можно выбрать так, что ограничение ф| М, диффеомор- 
физма wp на нулевое сечение нормального расслоения 
v(M,) совпадает с вложением ‹ф, дифференциал dp изо- 
морфно отображает касательное расслоение Tv(M,) к 
пространству нормального расслоения v(M,) на каса- 
тельное расслоение TVCTM,, а ограничение dip на пря- 
мое слагаемое TM,cTv(M,) совпадает с дифференциа- 
лом dp вложения ф многообразия М, в многообразие М.. 

Чтобы свести задачу к теореме 2.2, постуним следую- 
щим образом. Введем сначала на многообразии М, неко- 
торую гладкую риманову метрику, т. е. скалярное про- 
изведение в каждом слое касательного расслоения ТМ.. 
Тогда ограничение ф”ТМ, касательного расслоения ТМ, 
на подмногообразие М, разлагается в ортогональную 
прямую сумму двух подрасслоений — ТМ, и его ортого- 
нального дополнения (TM,)+: 


Ф*ТМ.= ТМФ (TM,)+. 


Непосредственно из определения следует, что нормаль- 
“Hoe расслоение v(M,) изоморфно ортогональному допол- 
нению (TM,)+: 


v(M,) > (TM,)+ CTM,. 
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Пусть хеЕМ, — произвольная точка. Риманова метри- 
ка в многообразии М, определяет экспоненциальное ото- 
бражение касательного пространства (ТМ,), в многооб- 
разие М,: 


eXPs: (ТМ,)М,, 


которое отображает каждый луч в пространстве (ТМ,). 
в геодезическую с началом в точке хеМ», а направляю- 
wad луча совпадает с касательным вектором к геодези- 
ческой в точке x=M,. Совершенно очевидно, что диффе- 
ренциал 4(ехр.) в начале координат является тожде- 
ственным отображением. Построим теперь гладкое ото- 
бражение 


p: “(М,)—М.. 
Пусть E@v(M,) — произвольный вектор в точке хеМ.. 


Положим 
ф (Е) =ехр.(х(&)). 


Легко проверить в локальной системе координат, что 
дифференциал dp отображения \ф является изоморфиз- 
MOM для всех нулевых векторов &=у(М,). Следователь- 
но, некоторая окрестность Ucv(M,) нулевого сечения 
M,<—v(M,) диффеоморфно отображается в окрестность 
VcM, подмногообразия M,. 

В частности, если M,CM, — гладкое подмногообра- 
зие, dim М, =, dim М,=т, то для каждой точки x,eM, 
существует такая локальная система координат цу, (Хх), ... 

., Ym(X), что многообразие М, задается системой урав- 
нений 


Уват (x) = 0, 


Ym (x) =0. 


Рассмотрим, например, в двумерном пространстве В? 
окружность 5*, которую мы можем задавать уравнением 
f(x, у) = (7? +y’—1) =0. Функция f(x, у) является ото- 
бражением двумерного пространства В в вещественную 
прямую В. При этом точка OER! является регулярной 
точкой, поскольку матрица Якоби функции f(x, у), рав- 


ная (5. 5.) =» 2у), имеет ранг | в каждой точке 
х oy 
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окружности 5'. Тогда нормальное расслоение v(S‘) яв- 
ляется тривиальным расслоением, равным прообразу ка- 
сательного расслоения к прямой В! в точке 0. Очевидно, 
что пространство нормального расслоения v(S') диффео- 
морфно отображается на кольцевую окрестность У 
окружности S!; 


V=((x, у): 0<2+у'<4}, 


причем одномерный слой нормального расслоения v(S*) 
над точкой (х,„ Yo) окружности диффеоморфно отобра- 
жается на отрезок луча, проходящего через точку (хе, 


Yo): 
tp: RI>RY, p(t) = (2 scarctg t, 2 ватой), 


Аналогично, нормальное расслоение к двумерной сфе- 
ре 5*= {(x, y, г): *-+у?-+-2—1=0} диффеоморфно окре- 
стности У== {(х, у, 2): O<cx?+y?+2’?<4} и диффеоморф- 
но прямому произведению $*Х В. 

Перейдем теперь к формулировке теорем, с помощью 
которых мы будем отыскивать отображения, трансвер- 
сально регулярные вдоль некоторого подмногообразия. 
Для простоты будем считать все многообразия компакт- 
ными, хотя это ограничение не является существенным. 

Прежде всего введем в пространстве всех отображе- 
ний многообразия М, в многообразие М, некоторую мет- 


рику 
р (р, 8) mt uD LM (f (x), B(x) + р» (41 (x), dg (x), (2.5) 


где р, — некоторая метрика на многообразии М», согла- 
сованная с топологией многообразия Ма, а р. — некото- 
рая метрика в кокасательном расслоении Т*М.. 

Если МсМ, — подмногообразие в M,, а отображе- 
ние { трансверсально регулярно вдоль подмногообразия 
N, то свойство отображения быть трансверсально регу- 
лярным вдоль подмногообразия N справедливо для всех 
гладких отображений, достаточно близких к отображе- 
нию f в смысле метрики (2.5). В самом деле, в локаль- 
ной системе координат трансверсальная регулярность — 
это невырожденность некоторой матрицы, составленной 
из частных производных отображения f. Следовательно, 
у достаточно близкого отображения & в смысле (2,5) 
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частные производные отображения g близки к соответ- 
ствующим частным производным отображения f, и, зна- 
чит, сохраняется невырожденность соответствующей мат- 
рицы. Компактность всех многообразий позволяет осво- 
бодиться от локальной ситуации. 

Таким образом, множество всех отображений, транс- 
версально регулярных вдоль подмногообразия М, откры- 
то в пространстве всех гладких отображений. Оказыва- 
ется, что подавляющее большинство отображений обла- 
дают свойством трансверсальной регулярности. Точная 
формулировка приводится в следующей теореме. 

Теорема 2.3 (Том). Множество отображений, 
трансверсально регулярных вдоль подмногообразия М, 
всюду плотно в пространстве всех гладких отображений 
многообразия М, в многообразие М.. 

В доказательстве теоремы 2.3 существенно другое, 
белее частное утверждение. 

Лемма 2.4 (Сард). Пусть Е М‚->М, — гладкое 
отображение. Множество регулярных точек многообра- 
sua М, для отображения | является открытым всюду 
плотным множеством. 

Теорема 2.3 следует из леммы 2.4. В самом деле, 
утверждение теоремы 2.3 достаточно проверить для та- 
ких отображений, для которых свойство трансверсаль- 
ной регулярности выполняется всего лишь в окрестности 
одной точки y=NCM.,. Но тогда как многообразие М,, 
так и его подмногообразие N можно считать евклидовы- 
ми пространствами, причем N линейно вложено в М.. 
В этом случае, если {: М:->М, — гладкое отображение, 
то трансверсальная регулярность отображения | вдоль 
подмногообразия N эквивалентна тому, что начало ко- 
ординат в фактор-пространстве M,/N является регуляр- 
ной точкой для композиции отображений 


g= лоЁ: M-—M.->M,/N, 


где л: M.>M,/N — проекция. 

Если же | — произвольное гладкое отображение, то, 
вообще говоря, начало координат 0=М:/М№ не является 
регулярной точкой. Пусть f(x)=(g(x), A(x)), хеМ.. 
Согласно лемме Сарда в сколь угодно малой окрестно- 
сти точки 0еМ,/М содержится регулярная точка уе 
e&M,/N, Ю—и|<е, для отображения 5. Рассмотрим 


лет 


Se 
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диффеоморфизм - 
Q: M./N—>M./N, 


для которого 
$(у) =0, (9, id) <2e. ‘ 


Тогда для композиции g’=qog точка 0E&M,/N является 
регулярной точкой. С другой стороны, отображение g’ 
разлагается в композицию 


g’ = nof’, 
P(x) = (e’(x), A(x)), хеМь. (2.6) 


Таким образом, отображение f’(x) является трансвер- 
сально регулярным вдоль подмногообразия N, а из (2.6) 


следует, что 
(КР) <4е. 


Утверждение теоремы 2.3 Тома можно усилить. По- 
скольку свойство «отображение } является трансверсаль- 
но регулярным вдоль подмногообразия» устойчиво отно- 
сительно малых деформаций отображения }, то класс 
отображений f можно сузить, наложив на него ряд до- 
полнительных ограничений. Например, можно заранее 
предположить, что отображение f уже является транс- 
версально регулярным вдоль некоторого другого подмно- 
гообразия. Так, пусть f: Mi->M, — гладкое отображение 
многообразий с границей, {(0М,) <дМ,, ф — гладкое вло- 
жение многообразия М с границей в М», причем ф(дМ) < 
cOM,, а ОМ, и М находятся в общем положении. Пусть, 
кроме того, отображение f|GM, трансверсально регуляр- 
но вдоль подмногообразия ONCOM,. Тогда для любого 
e>0 существует такое отображение g: M,->M,, что 

a) g(x) =f(x), если x принадлежит некоторой окре- 
стности У, границы 0M,; 

6) (g, |} <; 

в) < — трансверсально регулярно вдоль подмного- 
образия М. 

В самом деле, окрестность У, границы ДМ, представ- 
ляется в виде прямого произведения У,=0М,Ж(0, 1), 
а окрестность У границы ОМ — в виде У=дмМХ [0, 1). 
Поскольку ОМ, и М находятся в общем положении, то 
касательный вектор 4/4, #=[0, 1], к многообразию N 


где 
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отображается в ненулевой касательный вектор многооб- 
разия М». Следовательно, в точке у=ОМ.Г]0М имеет ме- 
сто равенство 


(T М.) /(Т 9М),= (ТМ,) ,/ (TN). 


Следовательно, из трансверсальной регулярности ото- 
`бражения f|OM вдоль ON следует трансверсальная регу- 
лярность отображения f|V, вдоль подмногообразия М.. 
Далее следует применить теорему Тома для изменения 
отображения f в тех локальных картах многообразия M,, 
которые не пересекаются с границей ОМ,. В качестве 
следствия из теоремы Тома приведем следующее утверж- 
дение. Под гомотопией отображения |: XY мы будем 
понимать такое непрерывное отображение 


Е: ХХ [0, 1]+Y, 


что F(x, 0)=f(x), хеХ. Тогда отображения F(x, t) при 
фиксированном Ё называются гомотопными отображе- 
ниями. 

Из теоремы Тома следует, что каждое гладкое отобра- 


жение 
Е М.М, 


гомотопно отображению &, трансверсально регулярному 
вдоль наперед заданного подмногообразия NCM,. При 
этом можно считать, что гомотопия между {и g тоже 
является гладким отображением. 

В теореме 2.3 Тома трансверсально регулярные ото- 
бражения ищутся в классе всех гладких отображений 
одного многообразия в другое. Однако бывают случаи, 
когда мы не можем менять отображение f: М,—М, про- 
извольным образом, но должны оставаться все время в 
определенном, более узком классе отображений. 

Приведем соответствующий пример. Пусть задана 
гладкая функция f на гладком многообразии М. Точка 
хЕМ называется критической точкой, если (4),=0. 
В локальной системе координат это условие означает, что 


д 
(grad df).=0O или что все частные производные {7} 

Хх 
обращаются в нуль в точке x. Критическая точка х=М, 
функции | называется невырожденной критической точ- 
кой, если матрица Нез$ }, составленная из вторых част- 


им 
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ных производных, невырождена. Это свойство критиче- 
ской точки не зависит от выбора локальной системы ко- 
ординат. Гладкая функция | на гладком многообразии 
называется функцией Морса, если все ее критические 
точки невырождены. Функции Морса мы будем исследо-^ 
вать при изучении интегралов от быстро осциллирующих 
функций. 

Попытаемся с помощью теоремы Тома выяснить во- 
прос, как велик запас функций Морса на гладком MHO- 
гообразии М. Прежде всего, нам нужно свойство функ- 
ции } быть функцией Морса выразить через свойство 
трансверсальной регулярности. Оказывается, если диф- 
ференциальную форму dj понимать как сечение в кока- 
сательном расслоении 


df: M->(TM)*, (2.7) 


то функция f является функцией Морса тогда и только 
тогда, когда отображение (2.7) трансверсально регуляр- 
но вдоль нулевого сечения M,C (ТМ)*. Таким образом, 
если бы мы захотели применить теорему Тома, то един- 
ственное, что можно из этой теоремы получить, заклю- 
чается в существовании сколь угодно близкого к df ото- 
бражения 

5: M—(TM)’, (2.8) 


трансверсально регулярного вдоль нулевого сечения М.. 
Однако отображение g, вообще говоря, не является диф- 
ференциалом какой-либо функции на многообразии М. 
Следовательно, нам нужно искать трансверсально регу- 
лярные отображения не в классе всех гладких отобра- 
On. (2.8), а в более узком классе отображений вида 

7). 

Общую задачу мы сформулируем следующим обра- 
зом. Пусть задано некоторое множество ЁР гладких ото- 
бражений многообразия М, в многообразие М». Требу- 
ется найти такое условие на множество F, чтобы отобра- 
жения из F, являющиеся трансверсально регулярными 
вдоль фиксированного подмногообразия Мс-М,, образо- 
вывали BF всюду плотное множество. 

Множество отображений F мы организуем в виде од- 
ного отображения 


А: FXM.>M,, 
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так что индивидуальное отображение | получается как 
ограничение отображения А на fXM,: 


Кх) =А(Ь x). 


При таком изображении не исключается произвольная 
параметризация множества Р. 

Известны достаточные условия для того, чтобы мно- 
жество F'CF трансверсально регулярных отображений 
вдоль подмногообразия NCM, было всюду плотным 
множеством в Р (теорема Абрахама). Мы приведем 
частный случай теоремы Абрахама, когда множество Р 
является конечномерным гладким многообразием. 

Теорема 2.5 (Абрахам). Пусть Е, M,, М, — 
гладкие многообразия, ММ, — подмногообразие, 


А: ЕХМ,->М, 


— гладкое отображение, трансверсально регулярное 
вдоль подмногообразия М. Обозначим через ЁсЕ под- 
множество тех точек, для которых отображение 


[(х) =А(фх), fer, 


является трансверсально регулярным вдоль подмного- 
образия М. Тогда множество F' плотно в F. 

Выведем теорему 2.5 из леммы Сарда. Поскольку 
отображение А является трансверсально регулярным 
вдоль подмногообразия М<М», то прообраз W==A~'(N) 
является гладким многообразием. Пусть {е=Р'. Условие 
трансверсальной регулярности отображения f вдоль под- 
многообразия М означает, что в каждой точке (f, х) = 
Ее\П(ХМ,) дифференциал dA отображения А отобра- 
жает касательное пространство (Т(ЁЖМ,))‹,» в каса- 
тельное пространство (ТМ,) ax, таким образом, что 


Условие же трансверсальной регулярности всего отобра- 
жения A в этой же точке (f, x) означает, что 
РА((Т(Е X М!) у) + (TN) ag ey = (ТМ ду 
Касательное пространство Т(ЕХМ!),»„ распадается 
в прямую сумму двух подпространств: 
ТРЕХ М) = (ТУ), ФУ), 
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причем DA отображает подпространство (v(M)) (42) изо- 
морфно на (»(№))л-, а подпространетво (TW) (=) В 
(ТМ) лу. 

Покажем, что 


T (f Xx My)y,x) i (TW) i x) =T(F xX Му». 


В самом деле, если EST (FX Mi) (7,2), TO 
$ = - Ъ, hie ТУ (у ы — (у (M))q 29° 


Тогда DA (§,) &(v(N)) aye) и согласно (2.9) представля- 
ется в виде 


DA (§,) = D(A) (9) + Ty 
mE(T EX Madey eS (TN) ay xy 


Рассмотрим вектор €/=£,+7,. Имеем DA(E—8’) = 
=DA (#,—1:) == ЕТ. Тогда $"==8—Ее(Т) 12). 
Таким образом, & =, +: +”, причем тие (Т(Ё ХМ!) ) (1, 
E+E (ТУ) с». Итак, мы установили, что [ЕЁ тогда и 
только тогда, когда подмногообразия W и f ХМ, находят- 
ся в общем положении. Это условие в точности эквива- 
лентно следующему условию: {е=Р' тогда и только тогда, 
когда точка feeF является регулярной точкой для отобра- 
жения 


л|: УР, (2.10) 


где x: РХМ,-—Е — проекция. Согласно лемме Сарда мно- 
жество Р' регулярных точек для отображения (2.10) всю- 
ду плотно в пространстве F. Теорема 2.5 полностью до- 
казана. 

Теорема 2.5 является частным случаем теоремы Аб- 
рахама, формулировка последней отличается от форму- 
лировки теоремы 2.5 только тем, что в качестве про- 
странства параметров F берется бесконечномерное ба- 
нахово многообразие. Но на практике, как правило, 
достаточно рассматривать только конечномерные семей- 
ства отображений, удовлетворяющих условиям теоремы 
Абрахама. 

Например, в случае отыскания функций Морса доста- 
точно исходную гладкую функцию f на многообразии М 
включать в конечномерное семейство функций f,, teeT, 
так, чтобы дифференциал функции F(x, # =|(х) был 
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трансверсально регулярным вдоль нулевого сечения. 
В локальной системе координат в качестве такого семей- 
ства следует выбрать семейство 


о) = F(x) + SY ta 
k==0 
xaa(xt,..., 2%, for(i, ..., В) ЕВ». 


Совершенно очевидно, что дифференциал отображения 
Ор: М х R" > (ТМ} 


трансверсально регулярен вдоль нулевого сечения 
M,c(TM)"*, поскольку в стационарных точках хеМ 
отображение Df, линейно на (хх В"). 

Приведем теперь одно замечательное свойство функ- 
ций Морса на многообразии М. 

Предложение 2.6. Пусть точка хеМ гладкого. 
п-мерного многообразия М является невырожденной кри- 
тической точкой функции Морса |. Тогда в окрестности 
точки хеМ существуют такие локальные координаты 


(x', ..., х”), что в этих локальных координатах функ- 
ция | имеет вид 
т, ..., 2") = 

=F (to) о. а... фи 


Доказательство. Достаточно сразу считать, 
что функция f является функцией от п независимых пе- 
ременных (y',..., и"), причем точка (0,..., 0) явля- 
ется невырожденной критической точкой функции f. Это 


значит, что частные производные 58 (0,..., 0) равны 


нулю. 

- Рассмотрим матрицу Hessf вторых частных произ- 
водных функции | в точке (0, ..., 0). Поскольку матри- 
ца Hessf невырождена и меняется при линейных заме- 
нах координат как матрица квадратичной формы, то 
существует такая линейная замена координат, что в но- 
вых координатах матрица Незз } является диагональной 
матрицей, на диагонали которой стоят числа 520. Новые 
координаты мы снова будем обозначать через (у’,.. 
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...› 1"). Рассмотрим разложение функции f(y’, ..., у") 
по формуле Тейлора в виде 

Гл, ..., у") = о) a > Уи (ут, ...) у), hi = Ay. 
Тогда hy.(0, ..., 0) 0. Следовательно, если Ay, (0, ... 
..., 0) >0, то можно ввести новые координаты 


$255 


————_-______ hy(y, ..-, у") 
J=9Ving, 0 +> oS 
№ alt Ув, (и,..., у) 
2 у... a= у". 


Тогда greta ee 
Fe... Г) = КО (а У а (а, ..., 2”). 
1,23 
Если й..(0,..., 0) <0, то полагаем 


st h owe, 7) 
= Ув, ..., 9”) => pal) 
&>3 Ув, (м, ..., у") 


2 =... пи". 
Тогда 
F2y ..., 27) = Ко — (а У 2 (а, ..., 2”). 


1] 23 


В обоих случаях процесс замены координат можно про- 
вести по индукции. Предложение 2.6 доказано. 

Как следствие из предложения 2.6, мы получаем, что 
каждая невырожденная критическая точка функции f 
изолирована. В самом деле, поскольку в окрестности не- 
вырожденной критической точки x, функция | имеет вид 

п 
F(x*, ..., м) =» + (x')? в некоторой системе коорди- 
i= 
нат, то обращение в нуль одновременно всех частных 
производных возможно только в точке х\==1==... 
... =x"=0. Таким образом, в целой окрестности точки Xp 
других критических точек нет. Следовательно, на ком- 
пактном многообразии М функция Морса { может иметь 
только конечное число критических точек. 
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$ 1.3. Индекс пересечения подмногообразий 


В предыдущем параграфе в качестве примера рас- 
сматривалась ситуация двух подмногообразий в общем 
положении. Пусть $»: ММ, Ё=1, 2,— два подмного- 
образия в общем положении, т. е. каждое вложение фь» 

является трансверсально 
y-cost регулярным вдоль друго- 
го подмногообразия. В 
этом случае пересечение 
М.=мМ. ПМ, является 
подмногообразием, раз- 
мерность которого равна 
— 411 М. Если dim М,-- 
+dim М. == 91 М, то раз- 
Рис. 7. мерность пересечения рав- 
на нулю, т. е. многообра- 
зие М; состоит из конечного числа изолированных точек 
(мы предполагаем компактность одного из многообра- 
зий M,). 

Число точек пересечения многообразий М, и М, может 
служить некоторым инвариантом вложений. Более точно 
обозначим через ша{(М,, gi): (M2, ф:) ЕР, число точек 
пересечения М,ГМ., приведенное по модулю 2. Тогда 
ind{(M,, ф:): (М», @2)] зависит только от гомотопических 
классов вложений, т. е. если ф»„’ — другие вложения мно- 
гообразий M,, гомотопные вложениям фи, &=1, 2, то 

ind, [(Мь, ф1): (Mg, Фз)] = ind, [(Мь, фз): (Mg, 9) 
Следовательно, в обозначении ind{(M,, g,): (М», $) 
можно не указывать вложений Qi, $. и писать 
ind.{M, : М. ]. 

Само число точек пересечения не является инвариан- 
том гомотопии. 

Рассмотрим в качестве примера двумерный тор 
T?==S'XS‘ с координатами — угловыми параметрами $1 
и $2. Будем называть первый угловой параметр q, широ- 
той, а второй — $. — долготой. Тогда на торе возникает 
сетка из двух взаимно ортогональных кривых: кривые 
ф.=601${ являются окружностями, которые называются 
параллелями, а кривые @.==const — окружности, которые 
называются меридианами (рис. 7). 


g,=00n 


$ 1.3] ИНДЕКС ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ПОДМНОГООБРАЗИЙ 941 


Каждая параллель пересекается с каждым меридиа- 
ном ровно в одной точке, причем пересечение трансвер- 
сально. Следовательно, индекс пересечения параллели и 
меридиана равен единице. Если мы произведем деформа- 
цию, скажем, меридиана, то число точек пересечения ме- 
ридиана (точнее, его деформированного образа) с парал- 
лелью изменится на четное число точек (рис. 8). 


Mepuduan 


Параллель 


Рис. 8. 


В случае, когда меридиан и параллель не находятся 
в общем положении, число новых точек пересечения мо- 
жет оказаться нечетным, поскольку некоторая пара точек 
пересечения при деформации может «слиться» в одну 
точку. На рис. 9 показано, что при деформации меридиана 


Mepuiuan 
i 


gk `-.” 


Рис. 9. 


пара точек В’и В” сливается в одну точку В. Оказы- 
вается, чтобы построить целочисленный индекс пересече- 
ния, необходимо уточнить ряд свойств многообразий и их 
пересечений. | 

Как было сказано в $ 1.1, гладкое многообразие М 
называется ориентируемым многообразием, если на М 
можно выбрать такой атлас карт {U,} с локальными ко- 
ординатами Xa, ..., ха на них, что в любой точке 
xeU.{\U, матрица Якоби имеет положительный опреде- 
литель 

у xk 


д. a 
a >0. (3.1) 


det 
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Атлас карт {U.}, удовлетворяющий условиям (3.1), Ha- 
зывается ориентированным атласом гладкого многообра- 


зия М. Два ориентированных атласа {И., xg} и (Us, xp} 
называются эквивалентными, если матрица Якоби замены 
координат в любой точке хеИ.Г]Оь имеет положитель- 
ный определитель 


k 
Эхо 


Ox, 


det >0, 


т. е. если объединение атласов {U,’, x4} {Us’, х»}} явля- 
ется ориентированным атласом. Тогда все атласы карт, 
задающие ориентации гладкого многообразия М, разби- 
ваются на два класса, в каждом из которых атласы 
карт попарно эквивалентны. Таким образом, на ориен- 
тируемом многообразии М существуют всего две раз- 
личные ориентации. 

Если многообразие М связно и ориентируемо, то его 
ориентацию можно задавать еще следующим образом. 
Фиксируем векторное пространство У размерности п. 
Множество базисов (упорядоченных) разбивается на 
два класса: два базиса отнесем к одному классу, если 
матрица перехода от одного базиса к другому имеет по- 
ложительный определитель. Скажем тогда, что эти два 
базиса задают в пространстве У одинаковую ориента- 
цию. Напротив, если матрица перехода от одного базиса 
к другому имеет отрицательный определитель, то отне- 
сем базисы к разным классам и будем говорить, что ба- 
зисы задают различные (противоположные) ориентации 
пространства V. 

Рассмотрим в многообразии М локальную систему 
координат (ха, ..., ха)] в карте И». Тогда эта локаль- 
ная система координат задает в каждом касательном 


пространстве (ТМ). x@U., базис res eg РЕ и 


xt дхл 
тем самым некоторую ориентацию пространства (ТМ).. 
Ориентированный атлас {U,, %e} многообразия М зада- 
ет в каждом касательном пространстве (ТМ)„ хЕМ, 


некоторую ориентацию, не зависящую от карты И, со- 
держащей точку х. 


$ 1.3] ИНДЕКС ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ПОДМНОГООБРАЗИЙ 93. 


Обратно, если хе Ис и в пространстве (ТМ), задана 
ориентация, то по этой ориентации однозначно выбирается 


локальная система координат {rg} так, чтобы базис 
т м ee определял исходную ориентацию mpoct- 
дн я 
ранства (ТМ),. Пусть заданы две точки x, уе М, непре- 
рывная кривая 


ф: [0, 1] —М, $(0)=л, p(l)=y, 


и два базиса (е,..., е,)=(ТМ)», (|, ..., в) = (ТМ),. 
Будем говорить, что эти базисы задают согласованные 
ориентации вдоль кривой ф, если существуют непрерыв- 
ные семейства базисов 


{2 (0), ..., «Е (ТМ, 0<Е<1, 
причем 
p (0) = ep, 1< < п, 
&(П = 1<Ё< п. 


Легко доказать, что для любых двух базисов {e, . 
..., @,} Е(ТМ)., $, ..., Ь}Е(ТМ), и кривой ф суще- 


ствует такое непрерывное семейство {е,(#), ..., е„(#)}= 
(TM) qt), О< #1, что e,(0) =e, 1<Ёж<п, а при #=1 
базис {e, (1)} или совпадает с {1 ..., fa}, или задает в 


пространстве (ТМ), противоположную ориентацию. 
Пусть в каждом касательном пространстве (ТМ), 
xeM, задано по базису {ен (х), ..., е»(х)} (непрерыв- 
ность по параметру хеМ не предполагается!). Скажем, 
что эти базисы задают согласованные ориентации, если 
они задают согласованные ориентации для любой па- 
ры точек x, y=M и любой непрерывной кривой, соеди- 
няющей точки x, у. Если задан согласованный набор ба- 
зисов касательных пространств в каждой точке хеЕМ, 
то многообразие М ориентируемо; при этом базисы 


д 

Е ..., Tal, Задаваемые локальными системами 
xt, at 

координат в надлежащим образом ориектируемом aTJa- . 


се {И», хх}, порождают в каждом касательном про- 
странстве (7M), исходную ориентацию. 
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Перейдем теперь к изучению индекса пересечения 
двух ориентированных подмногообразий M,, M2, лежа- 
щих в общем положении в ориентируемом многообра- 
зии М. Поскольку многообразия М, и М, находятся в 
общем положении, то их пересечение М, =М.ПМ, явля- 
ется гладким многообразием. Докажем, что многообра- 
зие М, ориентируемо. Для этого нам необходимо задать 
согласованный набор базисов в каждом касательном 
пространстве (ТМ) »„, x=M;. Мы имеем следующие равен- 


ства: 
(TM), + (ТМ,), = (ТМ), 
(TM,), Ц (ТМ,), = (ТМ»),. 


В пространствах (TM),, (ТМ,)., (ТМ.), уже заданы со- 
гласованные ориентации. Фиксируем некоторый базис 


{а.,..., а} = (TMs). (3.2) 
Дополним его до базисов 
{Ay ..., Oy By ..., bs} Е (ТМ), (3.3) 
{а ..., Oy Cry ..., Cr} = (ТМ). (3.4) 
Тогда векторы 
0 yy cong Oly бу бы бы Oa} (3.5) 


образуют базис пространства (ТМ).. Предположим, что 
В5Е0, $5520, [520. 

В общем положении при условии, что многообразия 
М, и М, не нульмерны, достаточно предположить, что 
k=0, а неравенства 5520, [520 выполняются автомати- 
чески. Меняя, если это необходимо, знак у вектора J, 
мы можем считать, что ‘базис (3.6) согласован с ориен- 
тацией многообразия M,. Аналогично, меняя знак у BeK- 
тора с:, считаем, что базис (3.4) согласован с ориента- 
цией многообразия М.. 

Рассмотрим базис (3.5). Если этот базис не согласо- 
ван с ориентацией многообразия М, то изменим знак у 
векторов 4, сн, 6,. Таким образом, в итоге мы получим 
такие векторы, что базисы (3.2), (3.4) и (3.5) имеют 
согласованные ориентации с ориентациями многообра- 
зий М, М, и M;. Зададим ориентацию пространства 
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+ 


(ТМ;:), с помощью базиса (3.2). Проверка согласован- 
ности базисов (3.2) по различным точкам многообразия 
М, тривиальна. | 
Рассмотрим теперь случай, когда А =0, т. е. dim М, = 
—0. Тогда многообразие М, состоит из отдельных изоли 
рованных точек. Хотя формально нульмерное многоеб- 
разие не имеет ориентации, мы построим на М, функцию 
e(x), х=М,, принимающую значения +1. Рассмотрим 
базисы (3.3) и (3.4), согласованные с ориентацией мно- 
гообразий М, и М, (векторы {а;} отсутствуют). Тогда 
положим #(х) =1, если базис (3.5) согласован с ориен- 
тацией многообразия М, 8(х) =— 1, если ориентация ба- 
зиса противоположна ориентации многообразия М. 
Определение 3.1. Пусть M,, М, с М, — два ори- 
ентированных подмногообразия в общем положении, 


M,=M,)\M., dim М, =0. 
Положим 
та [М.: Ми = У в(*) 
хЕМ»ь 


и назовем это число индексом пересечения. 
Легко проверить формулу 


ind М, : My] — (—1)™ M, dim Ms ind [M, : МЫ. 


Индекс пересечения для двух подмногообразий М, и М, 
в общем положении априори зависит от способа вложе- 
ния многообразий М, и М,. В действительности можно 
избавиться от ряда ограничений на вложения многооб- 
разий. Например, если вложения 


Qi: MM, k=l, 2, 


не находятся в общем положении, то можно поставить 
и решить вопрос об аппроксимации вложений q,, Ё==1, 2, 


другими вложениями @,, которые находятся уже в общем 
положении, определить индекс пересечения для изме- 
ненных вложений ф, и исследовать зависимость индекса 
пересечения от способа аппроксимации. Первый вопрос 
решается положительно с помощью теоремы Абрахама. 
Именно, нам нужно доказать, что в классе вложений 
многообразия М, в М множество тех вложений, которые 
находятся в общем положении с подмногообразием 
М.М, образует плотное множество. Чтобы применить 
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теорему Абрахама в том виде, как она формулировалась 
в предыдущем параграфе (теорема 2.5), нужно вклю- 
чить данное вложение $ф:: М:—М в семейство вложений, 
параметризованное гладким многообразием F, причем 
должны выполняться условия теоремы 2.5. В качестве 
семейства F можно взять, например, вложения, постро- 
енные следующим образом. Пусть G — некоторая конеч- 
номерная группа диффеоморфизмов многообразия М. 
Пусть для этой группы выполнено условие: для любой 
точки ХЕЛМ. < М отображение 


fe: G->M, (=) =8 (x), gaG, (3.6) 


является трансверсально регулярным отображением 
вдоль подмногообразия M.cM. Рассмотрим отобра- 


жение 
А: М, Хх G—>M, 
A(x, 8) =8 ($ (х)), хеЕМь geG. 


Покажем, что отображение А трансверсально регу- 
лярно вдоль подмногообразия M,cM в окрестности 
M,X0<—M,XG. В самом деле, если A(x, 1) =уеЕМ,, то 
y=qi(x). Далее, 


РАСТАМ, X 6),)>РА(Г(кх6),,)= Dfy (TO. 


Следовательно, из трансверсальной регулярности (3.6) 
следует, что 


DA(T (M, X 6),„„) + (TMy), = (ТМ),. 


Осталось только построить группу диффеоморфизмов С. 

Рассмотрим нормальное расслоение v(M,) подмного- 
образия М, <= М. Это конечномерное векторное расслоение, 
и поэтому существует конечное число сечений $1, ..., Sy 
расслоения v(M,) таких, что в каждой точке хеЕМ, век- 
торы {S,(x), ..., Sw(x)} порождают слой векторного 
расслоения v(M.). Пусть {Х.,..., Хи} — такой набор 
векторных полей на многообразии М, что ограничение 
поля X, на подмногообразие М, совпадает с сечением 
$» (х). Каждое векторное поле Х, определяет однопара- 
метрическую группу С, диффеоморфизмов многообразия 
Mz, причем, если {, — параметр группы G,, то касатель- 
ный вектор к кривой y=i,(x), —exi,<e, в точке x сов- 
падает с вектором Х,(х). Рассмотрим многообразие 
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G= || бь каждая ero точка определяет некоторый диф- 
k=1 

феоморфизм многообразия М,: 


(,..., te) @)=ЫЬ ... 6@))...). 


Легко установить, что отображения вида (3.6) являются 
трансверсально регулярными вдоль подмногообразия М.. 

Таким образом, мы установили, что каждое вложе- 
ние многообразия М, в М можно сколь угодно близко 
аппроксимировать трансверсально регулярным вложе- 
нием вдоль подмногообразия M,. Если мы установим, что 
индекс пересечения не зависит от способа аппроксима- 
ции, то тем самым корректно определим индекс пересе- 
чения двух подмногообразий, не находящихся в общем 
положении. 

Нам будет более удобным определить индекс пересе- 
чения не для вложений, а для произвольных гладких 
отображений ф, многообразия М, в М, трансверсально 
регулярных вдоль подмногообразия M,. Если dim М= 
=dim M,+dim М», то, как и в случае вложений, прооб- 
раз фи: (М,) состоит из конечного числа точек. В случае 
ориентированных многообразий М, M,, М, каждой точ- 
ке х прообраза gi’ (М,) можно приписать знак э(х). 
Если же dim M<dim M,+dim М», то прообраз фи!’ (М) 
снабжается ориентацией, согласованной с ориентацией 
многообразий М, M,, М,. Таким образом, каждому транс- 


версально регулярному вдоль подмногообразия М, ото- 
бражению мы можем сопоставить число 


ind [фе MJ = > & (x). 
хат (Ms) 


Это число зависит только OT гомотопического класса ото- 
бражения ~, многообразия M,. В самом деле, если ф:’/— 
другое трансверсально регулярное вдоль подмногообра- 
sua М, отображение многообразия М, и отображения ф, 
и ф:’ гомотопны, то существует гладкое отображение 


Е: М, х 1[- М», 
F(x, 0) = $, (х), «eM, (3.7) 
F(x, 1) = $, (4), хе М, (3.8) 


А Мищенко и др. 
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Согласно теореме Тома отображение F можно выбрать, 
не меняя условий (3.7), (3.8), трансверсально регуляр- 
ным вдоль подмногообразия M,. Рассмотрим прообраз 
W=F-'(M,). Многообразие W одномерно и состоит по- 
этому из конечного числа отрезков и окружностей 
(рис. 10). 

Граница многообразия W лежит на границе М,Х/, 
9(М,х/!) = (М, хо) {)(М,х1), и равняется объединению 


прообразов @i'(M2)U@: (M2). Все точки фи (M2)U 


Ue, : (M.) разбиваются Ha пары — границы компонент 
связности многообразия W. Ec- 
ли пара точек хи, X, лежит на 
одном краю — многообразия 
М, ХГ, то €(x,) =—в (хз), а если 
на разных, то @2(х,) =е(х:). 
Отсюда следует, что 


ind [Фи Mg] = ind [фе Mg}. 


Puc. 10. Нас в дальнейшем будет инте- 

ресовать только случай, когда 

М, является одномерным связ- 

ным замкнутым компактным многообразием, т. е. окруж- 

ностью, а М, — многообразие коразмерности |. Заметим, 

что многообразие М, не обязано являться компактным 

многообразием, достаточно, чтобы его топологическая 
граница М, М, имела коразмерность >3. 


8 1.4. Гомотопические группы 


Здесь мы кратко сформулируем ряд понятий и тео- 
рем, необходимых для конкретных вычислений. Подроб- 
ное изложение вводимых здесь понятий можно найти в 
книге Фукса, Фоменко и Гутенмахера [1]. При дальней- 
шем чтении эти конкретные вычисления можно опустить, 
оставив только результаты вычислений. 

Все пространства предполагаются гомеоморфными. 
конечным симплициальным комплексам. Пространство Х 
называется пунктированным, если в Х отмечена точка Xp. 
Отображение | пунктированных пространств 


Е (X, х)— (У, yo) 
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должно переводить отмеченную точку х, в отмеченную 
TOUKY Yo, {(%) =Yo. Гомотопия |, отображений пунктиро- 
ванных пространств должна сохранять отмеченную точ- 
ку, [1 (хо) = у. . 

Множество классов гомотопных отображений #-мер- 
ной сферы (S*, 5.) в пространство (X, x.) обозначается 
через 1,(X, х). В множестве л»(Х, х) вводится един- 
ственным образом групповая структура, л»(Х, x») назы- 
вается #-мерной гомотопической группой пространства 
(X, x). При #>1 группы л,(Х, x) являются абелевыми. 
Если f: (Х, ж)—(У, yo) — отображение пунктированных 
пространств, то оно индуцирует гомоморфизм гомото- 
пических групп 


fr: лм» (X, Xo) —>m, (У, Yo) . 


Пусть р: Е—У — локально тривиальное расслоение 
со слоем Р, |: FCE — вложение, EF, р (№) =Yo. Тогда 
существует такой гомоморфизм 


9: п» (У, )—ль-1(Ё, №), 
что последовательность 


9 je Pe д 
... > Me (F, Xo) — ль (Е, Хо) > ль(У, Yo) > 
9 le De 
—> Mp1 (F, Хо) — Mp1 (Е, Xp) ox ea 
точна, т. е. композиция двух последовательных гомомор- 
физмов равна нулю, а ядро последующего гомоморфиз- 
ма совпадает с образом предыдущего гомоморфизма. 
Пусть теперь Х — симплициальный комплекс, С, (Х) — 
свободная абелева группа, порожденная всеми А-мер- 
ными симплексами. Если с — #-мерный симплекс с вер- 


шинами 6, ..., ©, то будем писать в= (6, ..., 6). 
Определим гомоморфизм 


а: Cy(X)>Cy-1(X), 
TIOJIOMUB 


Ч(е» ..., в) = У (1) (Gq oes Op ..., 6. 
Тогда d?==0 и мы можем определить группы 
Нь(Х) = Kertd/lm* 4, 
4* 
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где 
Ker" d = {хе= Сь(Х): dx =0}, 
Im* 4 = d (Сыл (X)). 


Имеет место следующее утверждение: если л;(Х, Xo) =0 
для |< А, R>1, то 
ль(Х, х,) =Н,(Х) 


(теорема Гуревича). Если л.(Х, x.) — абелева группа, 
то л1(Х, ж) =Н!(Х) для связного пространства X. В 06- 
щем же случае 


Hy (Х) = ла(Х, хол (Х, хо), а (Х, хо), 


где [л; л] обозначает коммутант группы л, т. е. нормаль- 
ный делитель порожденный элементами вида 


aba-'b-'; a, ben. 


Спектральные когомологии H*(X) пространства X 
изоморфны группам Hom(H,(X), В). Последнее утверж- 
дение позволяет выяснить, нулевой или ненулевой класс 
когомологий определяет дифференциальная форма 
oeQ,(M) на гладком многообразии. Для этого надо 
рассмотреть конечное симплициальное разбиение много- 


образия М, выбрать (конечный) базис (a, ..., а,) 
в группе H,(M). Пусть (65,,...,6,) — представители 
элементов (4.,..., а,). Тогда каждый элемент 5; явля- 


ется линейной комбинацией А-мерных симплексов много- 
образия М, так что корректно определены числа 


у; = fo. 
8} 


Для того чтобы форма ® определяла нулевой класс ко- 
гомологий, необходимо и достаточно, чтобы 


=, 1] =". 


И 


ГЛАВАП 


ГЕОМЕТРИЯ ВЕЩЕСТВЕННЫХ ЛАГРАНЖЕВЫХ 
МНОГООБРАЗИЙ 


Основным геометрическим понятием при построении 
асимптотических решений уравнений с малым парамет- 
ром с помощью канонического оператора Маслова яв- 
ляется понятие лагранжева многообразия в Ффазовом 
пространстве. Настоящая глава посвящена систематиче- 
скому исследованию тех топологических свойств лагран- 
жевых многообразий, которые необходимы при построе- 
нии канонического оператора. 


$ 2.1. Лагранжевы многообразия 
в гамильтоновом пространстве 


Пусть Op(2n) — вещественное 2и-мерное векторное 
пространство с отмеченным базисом (е, |) = (е,, ...,е», 
Р,..., №). Пространство Фв(2п) будем называть фазо- 
вым пространством. Координаты произвольного вектора 
ESOR(2n) мы будем разбивать на две группы: х-коорди- 
наты (x', ..., х") и р-координаты (рн, ..., Pn): 

= ut : ke 
= У "ee +S) pal 
b==1 k=1 
Рассмотрим в фазовом пространстве OR(2n) внешнюю 
дифференциальную форму 


п 
dp Лах =У dp, Л ах. (1.1) 
^ k==1 


Поскольку коэффициенты формы (1.1) постоянны, то в 
каждой точке Ё=Фь(2п) фазового пространства эта 
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форма индуцирует одну и ту же билинейную кососим- 
метрическую форму <, > на касательном пространстве, 
которое мы можем отождествить с самим фазовым про- 
странством Op(2n). Эта билинейная форма в базисе 
(e, f) записывается с помощью кососимметрической мат- 


рицы J,, равной 
_{ OE 
n=(_ 5 AE (1.2) 


Определен ие 1.1. Пусть ф: М-Фь (21) — п-мер- 
ное подмногообразие в фазовом пространстве. Если огра- 
ничение формы (1.1) на подмногообразие М тождествен- 


но равно нулю: 
ф' (dp/\dx) =0, 


то многообразие М называется лагранжевым многообра- 
зием фазового пространства Dr(2n). 

Частным случаем лагранжевых многообразий явля- 
ются линейные подпространства ф: [->Фв(2п), на кото- 
рых ограничение формы (1.1) тождественно равно нулю. 
Такие линейные подпространства, одновременно являю- 
щиеся лагранжевыми многообразиями, мы будем назы- 
вать Лагранжевыми плоскостями в фазовом простран- 
стве Op (21), 

Совершенно очевидно, что N-MepHoe подмногообразие 
ф: M—>Op(2n) является лагранжевым многообразием 
тогда и только тогда, когда все его касательные про- 
странства Г„(М), meM, являются лагранжевыми плос- 
костями, при вложении 49: Т„(М)-—Фь (2п). 

Типичным примером лагранжева многообразия явля- 
ется график градиента гладкой функции переменных 
(х',..., x"). Именно, пусть S(x',..., x") — гладкая 
функция, определенная в некоторой области У п-мер- 
ного пространства В" с базисом e=(é,..., @n) и коор- 
динатами х= (х',..., x"). Рассмотрим вложение 


ф: у ae Dg (2n), 


задаваемое равенствами 


(1.3) 
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Тогда подмногообразие У является лагранжевым мно- 
гообразием. В самом деле, ограничение g*(dp/\dx) фор- 


мы (1.1) в локальной системе координат x= (x',..., x”) 
имеет вид | 
94) = (> = 

=> Baral dx! /\ dx") = 
“3 dx* /\dx a) 7 ae = (ах /\dx* +dx*A\dx')= 0. 


В некотором смысле всякое лагранжево многообра- 
зие может быть представлено в виде (1.3). Точная фор- 
мулировка будет приведена ниже под названием леммы 
о локальных канонических координатах. 

Пусть J, J обозначают некоторые подмножества ин- 
дексов от | до a, Г обозначает дополнение к Г, [= 
—{1,..., п} —Г. Обозначим через R'XR,COR(2n) под- 
пространство порожденное векторами {e,, REI; |, [= 7}. 
Соответственно координаты векторов из В!'ЖВ, будем 
обозначать через (х’, p,). Пусть 


Ph: Mp (2n) > R’ x Ry 


обозначает проекцию фазового пространства Op(2n) 
вдоль дополнительного подпространства Rx R;. Из тео- 
ремы о неявных функциях следует, что для подмногооб- 
разия ф: М-=Фь(2п) координаты (х', ps) служат локаль- 
ной системой координат для многообразия М в окрест- 
ности точки те=М тогда и только тогда, когда проекция 


Ру: Ти(М) > Rx Ry 


является изоморфизмом. Эти же координаты (х’, ps) 
являются системой координат (линейной) и для самого 
касательного пространства Г» (М). 

Лемма 1.1 (лемма о локальной канонической си- 
стеме координат). Для любой лагранжевой плоскости 
ф: Г Фь (21) существует такой набор индексов I, что 
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проекция 
pl Вх К; 


является изоморфизмом, т. е. координаты (x', рт) обра- 


зуют систему координат плоскости L. 
Доказательство. Рассмотрим проекцию 


P”: Dp (2n) > В"; 


здесь п обозначает множество всех индексов (1, ..., п). 
Пусть L’=P"(L) — линейное подпространство в В”, 
dim L’<-dim С. Совершенно очевидно, что 


= ФГ, № =Ке РР, СВ". 
Пусть / — такой набор индексов, что проекция 
р". [/ = R! 

является изоморфизмом. Покажем, что тогда проекция 

Ру: LR’ x В; 
тоже является изоморфизмом. Для этого достаточно по- 
казать, что Кег (Ру) |. =0, поскольку 

п = dim = dimR’ + Чт В. 
Пусть &=L — такой вектор, что 
РР® =0. 


Тогда координаты вектора & имеют вид &== (0, ХТ, Px, 0) 
в разложении Opr(2n)=R'XR!XR:XR;. В частности, 
Р'(&) =0, т. е. Р”(&) =0. Следовательно, E=L”CR,, т. е. 
x'=0. Таким образом, Ё= (0, 0, рь, 0). Поскольку про- 
екция Pt: L—R'— эпиморфизм, то для любого набора 
координат х’ найдется такой вектор yn, что P'(y) =х". 


Тогда n= (х", x, Dy p; ). Вычислим значение билиней- 
ной формы <, > на паре векторов &, n (см. (1.2)): 
>= У ры. 


kel 
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Поскольку для лагранжевой плоскости L значение 
<&, 1> тождественно равняется нулю, мы получаем тож- 
дество 


У ры" =0 
kel 


по переменным x*, откуда следует, что p,=0, REI. Таким 
образом, #=0, т. е. Ker P?=0. Лемма 1.1 доказана. 
Из леммы 1.1 следует, что для любого лагранжева 
многообразия ф: М->Фь(2п) и любой его точки MEM 
найдется такая окрестность U>m и такой набор индек- 
сов J, что в качестве локальной системы координат мо- 
гут служить функции (х’, рт) — координаты точки т в 
фазовом пространстве Фь(2п). Остальные координаты 
(х!, pr) точки т в фазовом пространстве Dr (21), следо- 
вательно, являются функциями от переменных (х', рт) 


i ce et (x!, рт), 
| (1.4) 
Pr = ри(х , ру). 


Карта U, на которой в качестве локальной системы ко- 
ординат можно взять координаты (х’, рт), будет назы- 
ваться каномической картой и обозначается через И. 
Тогда из леммы 1.1 следует, что на любом лагранжевом 
многообразии М существует атлас {U;} канонических 
карт. 

Аналогично формулам (1.3) попытаемся найти функ- 
цию $5:(х', pr), удовлетворяющую равенствам 


р ee eh (1.5) 


Система (1.5) эквивалентна уравнению в терминах диф- 
ференциальных форм 


dS}= prdx!— x! арт. (1.6) 


106 ГЕОМЕТРИЯ ВЕЩЕСТВЕННЫХ МНОГООБРАЗИЙ гл. п 


Здесь 


prdx! = У рьах", 
kel 


x! dp; = >| x! dp. 


let 


Левая и правая части (1.6) являются функциями от пе- 
ременных (х’, рт). Поскольку в правой части функций 
pr, хГ взяты из (1.4) как координаты точки т лагранже- 
ва многообразия М, то, считая функцию $ определенной 
в окрестности ИЭт многообразия М, мы можем рас- 
сматривать (1.6) как уравнение на дифференциальные 
формы на многообразии М в окрестности U: 


dS; = 9 (prdx! — x! dp;). (1.7) 
Форма 
prdx! — x! dp; (1.8) 


уже определена Ha всем фазовом пространстве Фв(2п). 
Формы вида (1.8) связаны соотношением 


prdx’ — x! dp; = pdx —d (p5x!): 


Поэтому на лагранжевом многообразии М правая часть 
(1.7) является замкнутой дифференциальной формой и, 
следовательно, уравнение (1.7) разрешимо в достаточно 
малой окрестности И точки m@M. Таким образом, ло- 
кально каждое лагранжево многообразие может быть 
представлено в виде (1.5). 

Рассмотрим теперь, кроме лагранжева многообразия М 
в фазовом пространстве Dp (2п), гладкую функцию Н (x, р) 
на фазовом пространстве Фр (2n). С каждой такой `функ- 
цией Н можно связать векторное поле У(Н) на фазовом 
пространстве Фь (21), двойственное относительно формы 
ар /\dx к дифференциалу dH: 


(dp dx) (X, У(Н)) =аН(Х). (1.9) 


J 
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Функция Н называется функцией Гамильтона, а вектор- 
ное поле V(H) — гамильтоновым векторным полем. Если 


у(н) = У (athe) 


k 


° д 
а Х — одно из векторных полей a —, то из (1.9) по- 
at ды 
лучаем, что 
oH ‚_ oH 
=——, aaa, 
р га др; 
т. е. 


Допустим, что многообразие М лежит на поверхно- 
сти уровня функции Н: 


Н]|Ме=сопз{. 
Тогда для любого векторного поля Х на многообразии М 
dH (X) ==0, : 


т. е. в любой точке MEM в касательном пространстве 
L=T,,(M) выполнено свойство 


(V(H) m, Xm>=0 


для любого вектора Х„еГ. Если бы вектор V(H)m не 
принадлежал пространству Г, то в подходящей системе 
координат билинейная форма < , > определялась бы мат- 
рицей, у которой некоторый квадратный ящик (n+1)X 
Хх (п--1) состоял бы из нулевых элементов, т. е. матрица 
билинейной формы <, > была бы вырождена, что проти- 
воречит (1.2). Значит, 


У(Н)„=Т»М, 


т. е. векторное поле У(Н) касается многообразия М 
или, что то же самое, многообразие М инвариантно от- 
носительно векторного поля У(Н). 

Обратно, если векторное поле У(Н) касается много- 
образия М, то для любого векторного поля Х на лагран- 
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жевом многообразии М из (1.9) получаем равенство 
dH (X) =0, 


т.е. (dH) м=0, H|M=sconst. 

Мы доказали следующее утверждение. 

Лемма 1.2. Функция Н постоянна на лагранжевом 
многообразии М тогда и только тогда, когда гамильто- 
ново векторное поле.У(Н) касается многообразия М. 


8 2.2. Когомологии лагранжева грассманиана 


Лагранжевы плоскости в фазовом пространстве Фр(2п) 
можно организовать в специальное многообразие — лаг- 


ранжев грассманиан 0%, (Jn). Полезность такого многооб- 
разия связана с тем, что всякое лагранжево многообра- 
зие ф: М —> Фв (21) естественно отображается в лагранжев 
грассманиан Gs (Jn). Именно, каждой точке те М сле- 
дует сопоставить его касательное пространство Ти (М) = 
= GE, (In). Полученное таким образом отображение M — 
> 0%, (In) помогает яснее объяснить геометрическую при- 
роду различных характеристических класссов на многооб- 
разии, одним из которых является так называемый индеке 
Маслова — Арнольда лагранжева многообразия М. Для 
удобства мы начнем сначала с изучения лагранжева грас- 
сманиана комплексного фазового пространства Фс (27). 

Пусть Фес —2п-мерное комплексное пространство, в KOTO- 
ром фиксирован комплексный базис векторов 


{e, f} = {a, sees en fy ees р}. 


Пространство De назовем комплексным фазовым прост- 
ранством. Всякий вектор аЕФс может быть однозначно 
представлен в виде линейной комбинации базисных век- 
торов {е, f} с комплекснозначными коэффициентами 


a= У 2, + МЫ. 
k i 


Числа z*, А=1,..., п, будут называться г2-координатами, 
а числа 5, j=l, ..., п,— б-координатами вектора а фа- 
зового пространства Фс. 
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Положим 
za x* + iy® f; =p, tin, fp R=l,..., 0, 


где x", y*, Pj, ИЕ — вещественные числа. 

Вещественное линейное подпространство, порожденное 
векторами {е, {}, образует 2n-MepHoe вещественное подпро- 
странство пространства Фес. Обозначим его через Dp. Та- 
ким образом, если AE Dp, TO 


а= ae ere 


В этом случае числа x* будут называться х-координата- 
ми, а р;—р-координатами вектора аеФь. В комплексном 
фазовом пространстве Dc рассмотрим кососимметриче- 
скую комплекснозначную форму <a, b>, задаваемую в ба- 
зисе {е, |} кососимметрической матрицей 


ь ele E ol 
где E — единичная матрица размера (nXn). Более того, 
ПОЛОЖИМ 
<a, b>=a'l,b, 


где через a, $ мы будем также обозначать столбцы, со- 
ставленные из координат векторов а, b в базисе {e, [}; 
операция Х-=Х' является транспонированием комплекс- 
нозначных матриц. Таким образом, если 


a’ = (2!, cane ae ae ones и), 
а ee eee 


(a, b> = > 2 —У G2"! 
k i 


Очевидно, что выполнено равенство 
<a, 6) == —«Ь, a). 


Определение 2.1. Комплексное подпространст- 
BO Loc называется лагранжевой плоскостью, если 
а) dime L = n; 


6) <a, 6>==0 для любой пары векторов a, BEL. 
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Предложение 2.1. Пусть Lo — лагранжева 
плоскость, {,..., An} — произвольный комплексный ба- 
зис пространства Е, Х — матрица размера (nX2n), со- 
ставленная из координат векторов Gy, ..., а, в базисе 
{e, } Фазового пространства Ф , т. е. Х= (а, ..., Gn). 
Тогда 


ХХ =0, 


где 0 — нулевая матрица размера (пхп). 

Доказательство очевидно. 

Примером лагранжевой плоскости может служить 
подпространство С”сФс, порожденное векторами е= 
= {e,,..., е}. В самом деле, векторы е,,..., е, образу- 
ют базис в пространстве С", а соответствующая матрица 
Х их координат имеет вид 


х-5. 


Тогда Е ав р 
xm 1801], Sal -t-2I]¢|=° 


Пусть С: Фе>Фе— обратимое линейное (комплекс- 
ное) преобразование фазового пространства Фс. Соответ- 
ствующая ему матрица размера (2пЖ2п) в базисе {e, |} 
также будет обозначаться через С. 

Определение 2.2. Преобразование С называется 
симплектическим или гамильтоновым преобразованием, 
если оно сохраняет кососимметрическую форму, т. е. если 


_ «a, b>==<Ca, Cb), 
или, что TO же самое, если 
C,C=1, 


Легко видеть, что если [<Фс — лагранжева плос- 
кость, С — гамильтоново преобразование, то простран- 
ство C(L) тоже является лагранжевой плоскостью. 

Множество всех гамильтоновых преобразований 06- 
разует группу относительно операции композиции преоб- 
разований. Обозначим эту группу через СЁ (2и, Г,). 

Предложение 2.2. Пусть ГоФс — лагранжева 
плоскость. Существует такое гамильтоново преобразова- 


NBR воет ут > 
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ние СеСЕ (21, Г,), что 
[= С (С"). 


Доказательство. Введем на комплексном фа- 
зовом пространстве эрмитову метрику, считая базис 
{e, В} ортонормированным базисом. Таким образом, если 
векторы а, 6=Фс имеют координаты 


(2, 0.5.24) Gy ces bey И, в...) 


соответственно, то скалярное произведение их определя- 
ется по формуле 


(a, b+) = Ува. 
k i 


Пусть теперь Гс@с — произвольная лагранжева 
плоскость. Тогда существует ортонормированная систе- 
ма векторов {а.,..., а} <Г, образующая комплексный 


базис пространства 2. 
Лемма 2.3. Пусть комплекснозначная матрица 


х-|в] 


размера (nX2n) такова, что ее столбцы определяют ор- 
тонормированную систему векторов {hy, ..., ha} прост- 
ранства Фес. Тогда 


А*А+ В*В==Е, (2.1) 
где А*— At, 
Закончим теперь доказательство предложения 2.2. 


Выберем в пространстве L ортонормированный базис; 
пусть координаты этого базиса образуют матрицу 


ке 


Положим 
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Тогда 
C1 =| a |- le al 
—B A E 0 
— Bt А —B АВ —ВА  ВВ-- АГА 
А salle = - —<(A*A ВВ) АВ — BA 


Поскольку пространство Г. является лагранжевой плос- 
костью, то согласно предложению 2.2 


X'1,X=0, 
WH 
A'B—B' A=0, (2.2) 
откуда получаем, что 
А*В — В*А = 0. (2.3) 
Из (2.1). получаем, что 
BB+ АА = Е. (2.4) 


Таким образом, используя равенства (2.1), (2.2), (2.3), 
(2.4), получаем 


Я >, о |= 


Мы установили, что матрица С определяет гамильтоново 
преобразование фазового пространства Фс. 

Равенство L=C(C,) легко усматривается из опреде- 
ления матрицы С. Предложение 2.2 доказано. 

Предложение 2.2 можно истолковать следующим, по- 
лезным для нас, образом. Пусть С.„(Г,) обозначает MHO- 
жество всех лагранжевых плоскостей в фазовом прост- 
ранстве Фс. Тогда получается естественное отображение 


9: GL(2n, 1,)>Goenr(In), 


которое каждому гамильтонову преобразованию Се 
= СГ. (2п, I.) сопоставляет лагранжеву плоскость 


9(©=С(с”. 


Предложение 2.2 утверждает, что отображение 0 яв- 
ляется эпиморфизмом. Изучим теперь прообразы отдель- 
ных точек при отображении 0. Обозначим через Н под- 


}- 36% 
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группу группы GL(2n, Г,), состоящую из всех гамильто- 
новых преобразований С, переводящих подпространство 
C*< cB себя: C(C*) = С". 

Подгруппа Н состоит из матриц вида 


_ А В - _ ¢A~ipyt 
с- | ды» АебЕ®, (A4B) (АВ). 


Прообраз каждой точки отображения 0 совпадает с ле- 
вым классом смежности группы СЁ (2, [,) по подгруппе 
Н, т. е. точки множества С.„(1.) находятся во взаимно 
однозначном соответствии с точками однородного про- 
странства левых классов смежности 


GL (2n, I,)/H. 


Отметим, что в доказательстве предложения 2.2 на са- 
мом деле содержится более сильное утверждение. Обо- 
значим через U(2n, [,) подгруппу группы GL(2n, Г,), 
состоящую из всех гамильтоновых преобразований, ко- 
торые одновременно являются унитарными преобразова- 
ниями. Если матрица 


А —B 


В А 


определяет гамильтоново прёобразование и 4*Д- В*В= 
=E£, то С является унитарной матрицей. 

Предложение 2.4. Пространство С»„(1,) изоморф- 
но однородному пространству левых классов смежности 
группы U(2n, 1.) по подгруппе Н’=НГО (21, I,). Под- 
группа Н’ изоморфна группе U(n) унитарных матриц и 
состоит из матриц вида 


с- ($ *), Ae U(n). 


C= 


од 
Доказательство. Первое утверждение очевид- 
но. Пусть унитарная матрица С имеет вид 


= |. (air 


Используя условие С*С = |5 =. ‚ получаем 4*А =Е, В =0. 


Предложение 2.4 доказано. 
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Чтобы перейти к вещественному фазовому пространст- 
ву Op, нужно считать, что пространство Wp является 
подпространством в Wc, порожденным базисом {е, |} над 
полем вещественных чисел. Форма <,» на вещественных 
векторах, т. е. векторах из подпространства Фь, прини- 
мает вещественные значения. 

Определение 2.3. Пусть т: Фе > Фс — преобразо- 
вание, удовлетворяющее условиям т (6%) = ep, u(f) =Р, 
t (Ax) = № (>. 

Лемма 2.5. Если ЕС: Фес — лагранжева плоскость, - 
то t(L) тоже лагранжева плоскость. 

Доказательство. Пусть x, уеФс, тогда <т(х), 
(у) >=<x, у». Следовательно, если x, ySt(L), то (x, Y= 
= (лёх, vy) = (tx, ту? =0, поскольку txEL. 

Определение 2.4. Лагранжева плоскость ГС Фс 
называется вещественной лагранжевой плоскостью, если 
т (L) = 

Предложение 2.6. Если Г.С Фс — вещественная 
лагранжева плоскость, то 

а) ГГ] Op = Л”, где [" обозначает  подпространство 
неподвижных векторов преобразования т; 

6) ГГ Фь является лагранжевой плоскостью в Dp; 

в) Г. = (ЕП Or) BE(L (1 @r). 

Доказательство. Утверждение а) очевидно. Для до- 
казательства 6) достаточно проверить, что dime (СГ Pr) = п. 
Итак, в комплексном векторном пространстве имеется 
антикомплексная инволюция т. Если хе“, то ixeL*, 
ибо (ix) =—их==—й. Следовательно, “МП Ил==0. 

С другой стороны, если хеЕЕЁ, To 


y= x+ Welt, z= К = AD 
2 2i 
т. е. x==yt+iz, у, 2е=[".. 
Таким образом, L=L'@iL*. Мы доказали утвержде- 
ние в). Поскольку преобразование умножения на число 
i обратимо, то 


dime L* = нтв ИЛ, 


dimg L = 2dimp L’ = Qdime L = Qn, 
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Итак, 4твь [^=п. Предложение 2.6 полностью дока- 
зано. 

Следствие. Множество лагранжевых плоскостей 
в вещественном фазовом пространстве Or находится BO 
взаимно. однозначном соответствии с множеством веще- 
ственных лагранжевых плоскостей в пространстве Фе. 

Обозначим множество вещественных лагранжевых 
плоскостей через 6%, (Г.). Как мы установили в предло- 
жении 2.4, многообразие лагранжевых плоскостей мож- 
но представлять в виде однородного пространства 
U(2n, Г.) 10 (п). 

Обозначим через O(2n, Г,) подгруппу O(2n, J,) = 
=U(2n, Г.) ПО (2п), где О (2п) — группа ортогональных 
матриц. Пусть, как и раньше, 0: U(2n, 1,)->С.„„(1,) — 
проекция. 

Лемма 2.7. 


а) 0(0(2n, In)) = Goa (In); 

6) O(2n, I,) QU (2) =O(n); 

в) 0%, (In) = O(2n, Ip)/O (п); 

г) группа О (2п, [,) изоморфна группе U(n), а вложе- 
ние О(п)<О(2п, I,) при этом соответствует естествен- 
ному вложению вещественных матриц в комплексные. 

Доказательство. Утверждения а), 6), в) мгно- 
венно следуют из предложения 2.6. Докажем утвержде- 
ние г). Пусть С — вещественное гамильтоново преобра- 
зование, Се=О (21). Условие гамильтоновости означает, 
что 

CHCl. 


Поскольку СеО(2п), то C'=C-', т. е. соотношение 
C'l,C=I, влечет следующее равенство: 


1,C=Cl,. 


Таким образом, всякая матрица C@=O(2n, [,) задает op- 
тогональное преобразование пространства Op, коммути- 
рующее с преобразованием /,. Поскольку преобразование 
Г, ортогонально, а [1=—2Е, то на пространстве Op мож- 
но определить структуру комплексного п-мерного прост- 
ранства, полагая . 


(Aq ihe) х=мМх- №, (X), 
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причем евклидова метрика на Dp станет эрмитовой метри- 
кой на этом комплексном пространстве. Следовательно, 
всякое преобразование С е=0(2п, Ip) является унитарным 
преобразованием комплексного пространства (Mp, /n). 
Обратно, если С — некоторое унитарное преобразование 
пространства (Dr, Jp), то 

а) С — ортогональное преобразование; 

6) C/,=/,C. 

Пусть С, /, обозначают матрицы преобразований в 
пространстве Og с базисом (е, [). Тогда условие Cl,=. 
=—/,С дает равенство 


СС =1.. 


Следовательно, СеЕО (2n, Г,). Чтобы доказать вторую 
часть утверждения г), необходимо убедиться в том, что 
если С=А--1В — матрица комплексного преобразования 


в базисе (е,,..., @n), то матрица этого же преобразова- 
ния в базисе (е,,..., Cn, 1е,..., {е») имеет вид 

& 4) 

в А/` 


Лемма 2.7 полностью доказана. 

В дальнейшем нам окажется полезным множество 
вещественных лагранжевых плоскостей, на которых фик- 
сирована ориентация. Таким образом, точками этого но- 
вого множества будут пары (L, =), где LCOR — лагран- 
жева плоскость в вещественном фазовом пространстве, 
а = — некоторая ориентация на пространстве, т. е. класс 
всех базисов, попарные матрицы переходов для которых 
имеют положительный детерминант. Обозначим это мно- 


50 
жество через Gon (1,). Забывая об ориентации, мы полу- 
чим естественное отображение 


mt: GS? (In) -> GE, (In), 


являющееся двулистным накрытием. 

Лемма 2.8. Пространство 650 (/„) гомеоморфно 0д- 
нородному пространству U(n)/SO(n), ede $О0(п)< 
< О (п) — подгруппа ортогональных матриц, с детерми- 
нантом, равным 1. При этом коммутативна следующая 
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диаграмма расслоений: 
O(a) + Ui) — ® (In) 


SO (n) + U (n) > G3? (In) i 


Лемма 2.9. H' (G3? (In)) = Z 

Вычисление одномерной группы когомологий H* (GS? (In)) 
основано на регулярном использовании точных гомото- 
пических последовательностей для расслоений. Прежде 
всего, необходимо перейти к группам гомологий, исполь- 
зуя равенство 


H" (Gin (In) = Hom (Hi (Gen (In), 2), 


ис помощью теоремы Гуревича —к фундаментальной 
группе x, (Gat (In)): 


Hy (Gan (In) = ли (Gar Г»), ло, 


где [ , ] — коммутант рассматриваемой фундаменталь- 
ной группы. Тогда, применяя точную гомотопическую 
последовательность к нижней строке диаграммы лем- 
мы 2.8, получаем следующую последовательность: 


at, (SO (п)) > 14 (U (п) + ла (Gan (In) > по (SO (п). 


Таким образом, необходимо предварительно вычислить 
фундаментальные группы пространств SO(n), U(n), а 
также заметить, что д, ($0 (п)) =0. 

Для группы U(n) снова применяем точную гомото- 
пическую последовательность для расслоения 


U(n—1)>U (п)-5*"—. 
Здесь отображение И(п)—5?"-! сопоставляет каждой 


унитарной матрице ее первый вектор-столбец. Аналогич- 
но, для группы SO(n) используем расслоение 


SO (n—1)-+S0O (п)>$"-. 

Несложные рассуждения показывают, что 
п, (И) =... = м0), 
л, (50 (3)) = .. =a, ($0 (n)). 


< 
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Группы U(1) и $0(3) легко описываются. Первая 
является окружностью $', а вторая гомеоморфна трех- 
мерному проективному пространству. Следовательно, 


ла (0 (п)) =2, п>1; m(SO(n))=Z,, п>3. 


Кроме того, SO(2)=S', л,($0(2)) =7; SO(1)=1, 
my (50 (1)) =0. 
Отсюда мгновенно получается, что 


(Gon (In) = 2, 
причем естественное вложение 
080. (In) > 680 In) 


индуцирует  изоморфизм ундаментальных групп. 
В частности, пространство С» (Г!) гомеоморфно окруж- 
ности 51. 

Полезно описать образующий элемент группы 
Н!(С30 (1,)) некоторым универсальным способом. Для 
этого рассмотрим отображение det: И(п)-—$'. Это ото- 
бражение разлагается в композицию 


Когда n=1, отображение det является гомеоморфизмом, 
следовательно, 


det* : H* (51) > Н\(680 (In) 


является изоморфизмом. Таким образом, образующий 
элемент И.ЕД!(С$0(1,)) можно представить как про- 
образ дифференциальной формы 4феЕН'($!): U,= 


=det* (dg). 
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§ 2.3. Характеристические классы лагранжева 
многообразия 


При построении канонического оператора Маслова 
на лагранжевом многообразии ф: М->Фь (2п), которое бу 
дет проведено во второй части, на многообразие накла- 
дывается ряд ограничений. 

Определение 4.1. Пусть ф: M>Op(2n) — лагран- 
жево многообразие в фазовом пространстве Фв(2п), 
{U,} — атлас канонических карт на многообразии М. 
Для двух наборов индексов Ги J введем обозначения: 


h=IN4, ВЕГА ВЕ 
=, sees п} \ (ГОЛ. 


Лагранжево многообразие М называется квантованным, 
если выполнены следующие два условия: 

а) В каждой карте И; существует функция $1, удов- 
летворяющая уравнению 


dS; = рах' — хрт, 


а на пересечении двух карт И, и У; выполнено равен- 
ство 


$1— 5 = рых — рых". (3.1) 


6) Существует такой набор целых чисел т,, зануме- 
рованный каноническими картами, что для каждого пе- 
ресечения Иги И, выполкено соотношение 

_ да", —py,) 
t;—ty = sign ——-——_ (mod 8). (3.2) 
9 (ру, xfs) 
Покажем, что оба условия квантования интерпретиру- 
ются как соотношения на определенные классы когомо- 
логий лагранжева многообразия М. 

Рассмотрим сначала первое условие квантования 
(3.1). Если на многообразии М выполнено условие (3.1), 
то функции 


O, = 5+ Хрл, (3.3) 


определенные соответственно в картах V;, принимают 
одинаковые значения на `попарных пересечениях. 
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В самом деле, для двух карт Иги И, имеем 


@;= 5; ый р: ‘ls x"'p,. 
Тогда 
Ф, —®O,=S;—S;+ p,*" — p, x = 


Следовательно, существует общая гладкая функция 
$ на всем лагранжевом многообразии М, совпадающая 
с ©, в каждой карте U;: 


S|U; = Ф,, 
Более Toro, 
4$ = d@, = pdx. (3.4) 


Таким образом, если выполнено условие (3.1), то класс 
когомологий [р 4х], определяемый одномерной замкну- 
той дифференциальной формой р dx, тривиален: 


[р dx] =0еН\(М). (3.5) 


Обратно, если выполнено условие (3.5), то сущест- 
вует гладкая функция $, удовлетворяющая условию 
(3.4). Тогда функции $; находим по формулам (3.3). 
Итак, первое условие квантования эквивалентно триви- 
альности некоторого одномерного класса когомологий 
[р dx]=H'(M) на лагранжевом многообразии М. 

Перейдем теперь к изучению второго условия кван- 
тования (3.2). Прежде всего отметим, что условие (3.2) 
на языке теории гомологий означает, что одномерная 
целочисленная коцепь 


О Pi). 


Crs = sign 
д (p,,. x") 


(3.6) 


определенная на покрытии каноническими картами 
{U,}, является коциклом (mod 8) и когомологична нулю 
(mod 8). Таким образом, второе условие квантования 
лагранжева многообразия интерпретируется как триви- 
альность некоторого одномерного класса когомологий в 
группе H'(M, Z,), называемого индексом лагранжева 
многообразия, 


$ 23] ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ КЛАССЫ 494 


Значение коцепи (3.6) зависит только от расположения 
в фазовом пространстве Фр (2и) касательной лагранжевой 
плоскости Т» (М) < Фь (21) в точке те М. Следователь- 
но, коцепь (3.5) является прообразом некоторой универ- 
сальной одномерной целочисленной коцепи лагранжева 
грассманиана Gz (/n), заданного на определенном покры- 


тии грассманиана 650 (Г.). Для этого рассмотрим открытые 
множества Ус Ge? ([n), состоящие из тех лагранжевых 


плоскостей [= GS? (In), для которых проекция 
Ру: Г >в х В; 


является изоморфизмом. Согласно лемме 1.1 семейство 
открытых множеств W=={W,} покрывают грассманиан 
SO 
Gen (Ln): 
SO 
UV Was = Gon (/n). 


Определим на покрытии  одномерную целочислен- 
ную коцепь 


д (x4, oe P;,) 
д(ру,› <!) 


которая на каждом пересечении У], является ло- 
кально постоянной функцией. Чтобы функции (3.7) бы- 
ли константами, достаточно заменить покрытие % на 
другое, более мелкое покрытие. Поэтому мы без огра- 
ничения общности можем считать, что (3.7) определяет 
целочисленную коцепь с постоянными функциями Gr, г. 
Таким образом, 


ars = sign (3.7) 


Ст = ф* (az). 


Оказывается, коцепь @;,; является целочисленным 
коциклом, а определяемый коцепью a; ; одномерный 
класс когомологий [ars] GH" (Gey? (/,)) равен четырех- 
кратной образующей группы H* (Go? (1,) =Z. Тогда 
одномерный класс когомологий [C, ,]eGA'(M, 2) < 
=Н'(М, В) можно представить некоторой замкнутой од- 
номерной дифференциальной формой «ЕО! (М). Можно 
выписать в явном виде форму и в произвольной локаль- 
ной системе координат (a', ..., @") многообразия М. 
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Для этого следует по функциям вложения х=х(%), 
p=p(a), многообразия М в фазовом пространстве по- 
строить отображение 


м4 650 (In) Sk 9 СС. (3.8) 
Если a==(a', ..., а”) — локальная система коорди- 
нат, то столбцы матрицы 
дх 
да 
др. 
0a 


образуют базис в касательном пространстве Т„(М) мно- 
гообразия М. С помощью линейной замены координат 
(определяемой некоторой матрицей C) этот базис заме- 
ним на ортонормированный базис, матрица которого име- 
ет вид 


at iP . С является унитарной матри- 


цей, а образ точки те vy при отображении (3.8) равен 


det || ‘Се сс. 


Тогда матрица 


Образующий элемент в группе Н!($') представляется 
В il 
одномерной формой a dg, где  — аргумент комплексно- 
a 
го числа в S'cC. Следовательно, 


o= said In (det |? | -C). (3.9) 


Чтобы избавиться от неопределенной матрицы С, заме- 
тим, что 


| det 


те С] = | 
da. 


eee 
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| det c - в? | — 1. 


Поскольку det C>0, то 


det C = [det]? Г. (3.10) 


Подставляя (3.10) в (3.9), окончательно получаем 
—_2. д (x+ip)\ | д (x + ip)\ | 
о = =; d in {det (EE ace ) }-в10) 


Тогда второе условие квантования можно записать в 
виде серии соотношений 


фо= 0 (mod 8) 
% 


для любого замкнутого контура y в многообразии М. 

Докажем теперь, что целочисленная коцепь (3.7) яв- 
ляется целочисленным коциклом. Нужно доказать, что 
для трех карт №, №,, Wx выполняется равенство 


ans + алк + ак = 0. (3.12) 
В частности, если К==и, необходимо выполнение 
ans + ays + ant = 0. (3.13) 


На самом деле, если выполнены равенства (3.13) для 
любой пары W,, W;, то справедливы все равенства вида 
(3.12). Для этого заметим, что открытое множество 


W, всюду плотно в пространстве 65 (1.). Следова- 
тельно, используя (3.13) и подставляя значения коцепи 
Qr, 5, @л к, Ax,1 B (3.12), получаем 


— (ада) — (AK +) — rz + Gx) = O. 
Таким образом, достаточно доказать (3.13). Имеем 
A(x, —P7,) 


41.1 = sign ры 
д (ру, x 3) 
wey OXI «, 921 
а,- = sign — а = — sign —. 
Jn g ap, ’ at g ax! 
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Выберем некоторую лагранжеву плоскость Lc 
<p (21) в пересечении ЯП... Поскольку коорди- 
наты х являются системой координат для векторов из L, 
то мы получаем линейную функцию 
1 


Pr, Ри Px2 Pig Pia |X 

Py, i Por Pax Pog Pes _ | (3.14) 
Py, | ` | Psi Ps2 Pss Psa |i x°* 

Pr, Par Pax Баз Pas fe 


Чтобы получить значения ах, As, n, An, г, Необходимо 
произвести в явном виде замены координат. Поскольку 
значения а; ; локально постоянны, плоскость L выбира- 
ется произвольным образом в пересечении трех карт, то 
без ограничения общности мы можем предполагать не- 
вырожденность различных миноров из матрицы |р.| в 
(3.14). Итак, для вычисления а, ; необходимо координа- 
ты (x", x”, р, ри) выразить через координаты (Pr, Pr, 
x's, x's), После несложных выкладок получаем 


ат = sign x 
9-1 9-1 (рартираз — Pes) 


% | (Depp P12 — Ps2) 9-1 (раз — ParPy P12) 9-1 (рез — ралртария) + | = 


+f PsiP34P1s — Ps 1 


Qa 0 0 


= sign = sign 


0 Pai Py {Pia — Pas 0 рерпраз — Pss 


m1 
где Q= р» —Рырирь. Для вычисления a,- необходимо 
выразить координаты (x! bgt Pr, Ри.) через координаты 
ь 
(р, Pr,» х*, х*). Имеем 


Py, [Pur Pas es Pris pra x! 
a И 
Py, Psi Раз ||| ра ры ||х“ 
т.е. 
“1 
а = sign| Pu м = sign |?" ) : (3.15) 
: Рза Рзз Раз Psg 


eh 
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Для an, ‚ получаем 
Pu Pi 
Par Pr 


(3.16) 


Приводя (3.15) и (3.16) к диагональному виду, полу- 
чаем 


Qn, == — sign | 


aa sign (рзз — Раз Риз) + SiZN ри, 
а. = — яп (р, — Por PiiPi2) — sign Pu, 


т. е. а + 4,5 +45, = 0. 


Поскольку в определении коцикла a;, ; на каждом пе- 
ресечении Г, участвуют только те индексы [, для 
которых при замене ко- 
ординат координаты р: и 
х меняются местами, то 
значение коцикла а, ; не 
зависит от размерности п 
грассманиана С50(1,). 

Таким образом, для 
вычисления класса кого- 
мологий [а ЛеЕН\(650. 
 (1.)) достаточно вычис- 
лить этот класс когомо- 
логий при п=1. При n= 
==] лагранжев грассма- 
ниан (50 (Г,) гомеомор- 
фен окружности 5', пара- Рис. 11. 
метризованной углом 
между осью абсцисс в Фь(2п) =В? и прямой — лагран- 


а плоскостью, проходящей через начало координат 
рис. 11). 


Тогда многообразие 65° (1,) можно покрыть четырь- 
мя картами W,, 1—4: 


Wi = (9; 0 p<}, m={5 2 <0<F}, 


2 
У пех, = т << aie 
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Вычислим значение коцикла dy по формуле (3.7). На- 
пример, в пересечении ЯП, имеем /= {1}, /= ©, = 
={1}, /-=9. Таким образом, поскольку функция x= 
=х(р) возрастает в интервале ,ГУ,, то 


-.. OX 
= sign — = 1. 
Ay 5 др 


Аналогично показывается, что коцикл ам принимает сле- 
дующие значения: 


а:=1, Qs=1, ay=l, ay. 


Следовательно, [ay] ==4u, где u@H'(S‘') — образующий 
элемент. 

Рассмотрим в качестве примера одномерное лагран- 
жево многообразие М в двумерном фазовом пространст- 
ве Mr (2), задаваемое уравнением x’+p*=R*. Первое 
условие квантования эквивалентно тривиальности клас- 
са когомологий, определяемого формой Q=pdx. Эта 
форма определяет ненулевой класс когомологий, посколь- 
ку интеграл формы Q по многообразию М отличен от ну- 
ля. В самом деле, 


[Q= ф рах = № ар /\dx = aR + 0. 
} мВ: р 


Таким образом, первое условие квантования не выпол- 
нено. 

Второе условие квантования определяется формой ® 
по формуле (3.11). 

Имеем 


© —-24 пре Г : 
ni р 0a 0a 


где а — угловой параметр окружности 
ж-р*==А?, х=А со а, p=Rsina, 


x+ip=Re*, РАНА ==iRe™, 


Поэтому 


о = -2 ап (Ве. В-1) — 2d Ine = -2 да. 
te м л 


concn ete ЧИ 
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Следовательно, 


ot 
Dead. = | да = 4 = 0(mod 8). 
я x $ x 


Таким образом, второе условие квантования также не 
выполнено. 


§ 2.4. Лагранжево многообразие в общем положении 


Приведем другой способ вычисления индекса лагран- 
жева многообразия ф: МС,Фь(2п) в фазовом простран- 
стве с помощью индекса пересечений. Одномерный класс 
когомологий [wo] =H'(M), тривиальность которого обес- 
печивала выполнение второго условия квантования, пол- 
ностью определяется своими значениями на одномерных 
циклах. Оказывается, что для «почти» любого лагранже- 
ва многообразия эти значения можно определить как 
индекс пересечения замкнутой кривой с некоторым под- 
многообразием [CM коразмерности 1. Мы уже отмеча- 
ли в § 1.2, что для вычисления индекса ind{y: Г] замкну- 
той кривой y с подмногообразием Г достаточно, чтобы 
Г было гладким (не обязательно компактным) многооб- 
разием, а его топологическая граница Г`\\Г имела ко- 
размерность 3 в многообразии М. 


Обозначим через [05% ([,)]” множество”всех лагранже- 
вых плоскостей ЁС-Фь (2п), для которых размерность 


проекции Р” (Г) СВ” равна п— #. В частности, при k=0 
мы получаем все лагранжевы плоскости, в которых х-коор- 


динаты служат системой координат. Проекция Р” сопо- 
ставляет каждой лагранжевой плоскости Le [ > (In) ee 
образ Р" (Г) — (п — k)-MepHoe подпространство в В”. Таким 
образом, получаем отображение 


9: [Gin (In)\* б (п, k), 


где G(n, Е) — многообразие Грассмана (n—k) -MepHbix 
подпространств в В”. Прообраз 4-! (&) произвольной точ- 
ки &ЕС(и, А) состоит из всех лагранжевых плоскостей 
Г, q(L) =&. Множество 4`'(Ё) можно описать следующим 
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образом. Пусть ф: &—В" — произвольное линейное ото- 
бражение, а &+CR" состоит из всех таких векторов 
хеВ", что (x, Е)=0, dim &=А. Рассмотрим множество 
Я, таких отображений ф, чтобы E+1@(E). Тогда отобра- 
жение 4 является локально тривиальным расслоением 
со слоем @,. Следовательно, [650 (In) ]* является много- 
образием, размерность которого определяется равен- 
ством 


ант 1050 (1,)|* = dim (п, k) + dim Q: = ma ee? я 


В частности, 
dim [689 (1.1 = ore, 
dim (GS? (/,)}t = @=) et 2) — (atin | 


ee и 


2 2 
dim [68° (Г, — dim (GS(1,)\* = AGE) 3 при k > 2. 


Многообразие 050 (In) является ориентируемым много- 
образием. Действительно, поскольку многообразие Gs? (Un) = 
==U(n)/SO(n), то достаточно показать, что однородное 
пространство С/Н левых классов смежности группы Ли 
G по связной подгруппе Н является ориентируемым мно- 
гообразием. В самом деле, пусть р: С-—=(/Н — проек- 
una. Пусть geG, (Н8]==р()ебС/Н, D,: T,G> 
—T p(s (G/H) — дифференциал отображения р. 

Касательное пространство 7,G можно представлять 
как образ Г.С при правом сдвиге, т. е. T.G=R,(T.G). 
Тогда ядро Ker D, отображения р в точке веС состоит 
из векторов R,(T.H). Пусть УсТ.С — подпространство, 
дополнительное к подпространству Т.Н, (Т.Н) ФУ==Т.С. 
Тогда Ker p=R,(T.H) трансверсально к R,(V). Следова- 
тельно, О» изоморфно отображает R,(V) на Ты, (G/F). 
Требуется только проверить, что если p(g)=p(g’), то 
ориентации D,(R,(V)) ир, (ЮВ, (У)) совпадают. 

Рассмотрим элемент h=g’g-'GH. Тогда О»: Т.б— 
—Тьв(С/Н) разлагается в композицию 


Lh Dp 
TG > TG > Tog (G/H). 
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Следовательно, Dp (Ry (У))== Ор (LaRgV) = Dp (Ry LaRn— (V)). 
Таким образом, достаточно проверить, что пространства У 
и [ьЮь-— (У) СТ.С имеют одинаковую ориентацию после 
проекции вдоль Тг(Н). Поскольку группа Н связна, то 
элемент йе: Н можно соединить непрерывным путем А; с 
единицей, причем ориентация К, (У) при проекции на И 


вдоль Те (Н) не меняется при изменении параметра #. По- 
скольку Ну =e, Le=R, = id, то ориентации пространств 
У и [,В,-. (У) совпадают, что и требовалось доказать. 
Подмногообразие Г’ = (as? (/n)]' также является ориен- 
тируемым многообразием. Для этого достаточно заметить, 
что подмногообразие (as? ([n)}i можно представить как 
множество регулярных точек поверхности нулевого уровня 
некоторой функции {: 650 (1.)->В1. Функция { определяется 


следующим образом. Как уже показывалось, каждую 


ориентированную лагранжеву плоскость Ё можно опре- 
делить ортонормированным базисом {а,,..., An}CL, a 
базис, в свою очередь матрицей координат в фазовом 
пространстве Op(2n): 


{а,..., аа} > Х = |*- 
В 
Если {а, ..., Gn} — другой ортонормированный базис в 
плоскости L (той же ориентации), а Х’ == | и |-- матрица 


координат нового базиса, то матрицы Х и X’ связаны со- 
отношением X’=XC, где С — ортогональная матрица, 
det С =1. Тогда положим 


f (L) = det А. 

Функция f определена корректно, т.е. не зависит от 
выбора базиса в плоскости Г. Тогда подмногообразие 
[650 (In) в точности состоит из регулярных точек функ- 
ции f, лежащей на поверхности нулевого уровня, т. е. 


f(L) =0, а (Г) == 0. Соответствующую ориентацию на Г’ 
обозначим через Г’ det. Однако мы введем на многообра- 


зии Г’ = [650 (Г„)]' ориентацию другим способом. Точнее, 
ориентируем нормальное одномерное расслоение v(I’) под- 


многообразия Г’в Gir (/,). Для этого в каждой точке . 


5 Мищенко и др. 
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Г == Г’ зададим трансверсальное к Г’ направление в MHO- 
гообразии 0% (fn). Пусть L = Г’ — ориентированная лагран- 
жева плоскость, dimP*(L)=n—1. Пусть fe LQRi— 
базисный вектор, Чит Г [Г] В =1. Пусть ее Вх — такой 
вектор, ортогональный к P*(L), что <f, e>>0. Если LA— 
ортогональное дополнение в плоскости L к вектору |, 
то пространства L(t) =L+@ {+}, Е>0, являются лаг- 
ранжевыми плоскостями, причем P™(L(t))=R%z. Совер- 
шенно очевидно, что семейство L(t) не зависит от выбо- 
ра вектора } и непрерывно зависит от точки Г’. Таким 


Рис. 12. 


образом, на многообразии Г’ мы получили другую ори- 
ентацию, скажем, Г’, ва, не совпадающую, вообще говоря, 
с ориентацией, задаваемой функцией f. Действительно, 
уже в случае п=1 многообразие I” нульмерно и состоит 
из двух изолированных точек. Лагранжев грассманиан 
650 (11) можно отождествить с точками окружности х?- 
+p?=1, считая, что сама ориентированная одномерная 
лагранжева плоскость задается вектором с координата- 
ми (х, у), конец которого лежит на окружности. Тогда 
подмногообразие Г” состоит из двух точек: А= (0, 1) и 
В= (0, —1). Если а — угловой параметр на окружности, 
то функция [имеет вид { (a) = с0$ a. Следовательно, функ- 
ция } положительна при х>0 и отрицательна при х<0. 
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Значит, точка А имеет ориентацию (—), а точка В имеет 
ориентацию (+) для ориентации Ia. В случае же ори- 
ентации Г” ла обе точки А и В имеют ориентацию (—). 
На рис. 12 изображены направления ориентации нор- 
мальных расслоений в точкахтА и В при различных спо- 
собах ориентации. Условие < feo эквивалентно dp/dx>0. 
В случае Г’ = [25° (ис G2? ([,) многообразие Г’ дву- 
мерно и тоже состоит из двуха компонент связности, на 
которых ориентации Где И 
Ting не согласованы. Каждая | 
компонента имеет вид поверх- 
ности вращения окружности 
вокруг прямой, касающейся 
окружности в некоторой точ- 
кеС (вырожденный Top). Цен- 
тральная точка С уже принад- 
лежит [05° (/,)]? и является 


общей границей обеих компо- 
нент связности многообразия 
Г’ (рие. 13). 
Таким образом, к многообразию Г’ == (Ge (7„)]* приме- 
нима теория пересечений с замкнутыми кривыми. 
Функция шФу: ["] определяет некоторый одномерный 
класс когомологий многообразия 60 (1.), не зависящий 
по построению от размерности п. Этот класс поэтому до- 
статочно вычислить при n=l, т. е. для 680 (1,) =S', В этом 
частном случае многообразие Г’ состоит из двух точек, 
поэтому, если у — образующий цикл, To ind [y: Г]==2. 
Таким образом, для любого лагранжева грассманиа- 
на G3? (In) и замкнутого цикла y справедливо равенство 
(о = 9114 [у: Г. 
у 
Чтобы перейти к теории пересечения непосредственно 
на лагранжевом многообразии ф: М-—Фь (2п"), достаточ- 
но предположить, что отображение 


dp: М — 65041.) (4.1) 


трансверсально регулярно вдоль всех подмногообразий 
[СГ Тогда прообраз Г == (dp) (Г’) будет являться 


5* 
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гладким многообразием коразмерности 1, а его топологи- 
ческая граница Г\Г будет равняться объединению 
у (dq)? [65 (I,)\" и иметь коразмерность > 3.2 Покажем, 
ns 


что «почти» для всех вложений 
ф: М > Dp (2n) 


отображение (4.1) удовлетворяет условию трансверсаль- 
ной регулярности вдоль любого конечного набора под- 
многообразий. : 

Лемма 4.1. Существует такое сколь угодно близкое к 
тождественному каноническое преобразование rp фазового 
пространства Dp (2n), что композиция фф: М-Фь (2п) 
индуцирует уже трансверсально регулярное отображение 
d(pq): M->G3? (/,) вдоль конечного набора подмного- 
образий. р 

В самом деле, композиция отображения ф и канониче- 
ских преобразований может рассматриваться как общее 
отображение A: МХИ (п) > Dp (2п). 

Рассмотрим «дифференциал» отображения А 


dA: MXU(n) — GS (In). 


Поскольку Gee (1,) =U(n)/O(n), то dA является транс- 
версально регулярным вдоль любого подмногообразия в 
Gav (I,). Далее нужно применить теорему Абрахама. 

Таким образом, второе условие квантования можно 
записать в терминах индекса пересечения замкнутых 
кривых  C особым подмногообразием Г. 

Теорема 4.2. Пусть Мс Фь (2n) — лагранжево мно- 
гообразие, находящееся в общем положении в смысле 
трансверсальной регулярности дифференциала (4.1) 


dp: M > 650 (In) 


вдоль подмногообразий [Gen (In)}", и Г = (de) (Gee En) — 
особое подмногообразие коразмерности 1, лежащее в М. 
Тогда второе условие квантования эквивалентно сравне- 


ниям 
ind [у: Г]==0 (mod 4) 


для любой замкнутой кривой ус М. 


ГЛАВА II 
КОМПЛЕКСНЫЕ ЛАГРАНЖЕВЫ МНОГООБРАЗИЯ 


Геометрия комплексных лагранжевых многообразий 
более сложна и требует дополнительного исследования 
аналогов аналитических функций. Поэтому здесь мы ос- 
тановимся только на тех вопросах, которые можно изу- 
чить без привлечения анализа почти аналитических 
функций на лагранжевых многообразиях, T. е. ограни- 
чимся только геометрией линейных лагранжевых много- 
образий — аналогов лагранжевых плоскостей в вещест- 
венном случае. 


$ 3.1. Грассманиан положительных лагранжевых 
плоскостей 


Пусть, как и раньше, J обозначает некоторое подмно- 
жество натуральных чисел от 1 до п, Г — дополнение к 
множеству / в отрезке натуральных чисел [1, п]. Через С! 
обозначим подпространство фазового пространства Фс, 
порожденное векторами {e,, КГ}. Через Ст обозначим 
подпространство, порожденное векторами {Р, ЁеГ}. 
Легко видеть, что подпространство С!Х Ст<-Фс являет- 
ся лагранжевой плоскостью. Пусть 


Ри: Фе—С'хС; 
обозначает проекцию фазового пространства Фс вдоль 


подпространства С/Х С.. 
Лемма 1.1. Пусть ГФс — произвольная лагран- 
жева плоскость. Существует такое множество |, что 


РГ: L+C'xC; 


является изоморфизмом. 


`’ 
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Пусть С=Фс— лагранжева плоскость, CeGL(2n, 
|.) —такое гамильтоново преобразование, что L= 
=C(C*). Пусть ] — такой набор индексов, что Р‚: Ё— 
—С'Х Сгявляется изоморфизмом. Тогда преобразование 
С в разложении Фс=С'Х С'ЖС,ЖСт задается матрицей 
вида 


= 
& 
= 

* ча 
+ 


причем матрица 
| в. 
Bs Ва 
обратима. 


Определение 1.1. Лагранжева плоскость называ- 
ется положительной, если матрица 


lt ИЕ &Г 
неотрицательно определена. 
Необходимо доказать, что определение 1.1 коррект- 


HO, Т. е. не зависит от выбора набора индексов J. 
Лемма 1.2. Пусть комплекснозначная матрица 


с 
сс 


удовлетворяет условиям: 
а) C'=C; 
6) [п С положительно определена; 


в) Im С, положительно определена. 
Тогда матрица 
г 


[|1 Е 0 

0 — ЕС, С 

положительно определена. 
Доказательство. Пусть 


С =A,+iB,. 


Тогда 
Си = (ВГА, — iE) Z, - 
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где 
271 = (A,B Ау + B,). 
Вычислим матрицу 


С =! у 
рае “alle, al 
Cy Cy 
Имеем 
G el =|. сис, >. 
р С. — ССС: С.С = 
Ci1Cs —C;) 
В:— АВА. Вз—ВзВ-1 Аа Аз А.2 As — Вз2Вз BgBy1AyZ—A 
= . 
Ву Аа В: — 2 Аз 2 
Приведем симметрическую матрицу D с помощью Ma- 
трицы 
Е 0 
= (A в). 
Тогда 
R'DK = By— Вь2Вз ByBy1AZ 
By1A,ZBy 2 
Пусть 
Е 0 
К; = а . 
— 21ВИАа2В: Е 
Тогда 
KtK'DKK, = В: — ВВ — ByBy'A,Bz"A,ZB, 0 | 
0 2 


Нам осталось доказать, что матрица 
Н = В, — В.В, — В.В; АаВ: 1A,ZBs 
положительно определена. Имеем 
H = В, — В, (1+ ВВ Аа) ZB; = 
= В, — BB, | (В АВ Аа) ZB; == В; — ВВ В. 
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Из условия в) леммы следует, что матрица 


Inc =|" В 
Вз B, 


положительно определена. Поскольку матрица В. обра- 
тима, то матрица |п С эквивалентна матрице *) (D u 
K'DK называем эквивалентными) 
| В, —B,BiB, 0 

> 


т. е. матрица Н положительно определена. Лемма 1.2 до- 
казана. 

Используя лемму 1.2, мы можем установить коррект- 
ность определения 1.1. В самом деле, если СеСГ (21, [,), 


C= E ke 
В *|’ 
то B'=B, и, обратно, если В'=В, то существует матри- 
ца С вида 
C= E * 
В +|? 
принадлежащая группе GL(2n, [,). Пусть 
Е 0 00 
0 0 OE 
Р=|0 9 —E 0 
0 —E 0 0 


— гамильтоново преобразование, записанное в разложе- 
нии Фе=СхХ СХ С: Х С;. Если СеСГ(2п, [,) определяет 
положительную лагранжеву плоскость, то найдется со- 


гласно определению 1.1 такой набор индексов J, что ма- 
трица D=P,C имеет вид 


*) С помощью матрицы 
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причем D,— обратимая матрица, а ImD,D,;" неотрица- 
тельно определена. Пусть J — другой набор индексов, 


_ и, * 
eS ie | A, * | © 
Н, — обратимая матрица. Тогда 
H =Р.РГО = PxD, 


где 
K=(IUJ) \UIN). 
Отметим теперь, что из леммы 1.2 следует 
Лемма 1.3. Пусть комплекснозначная матрица 


C= С, Cy 
Сз Cy 


удовлетворяет условиям: 
a) С'=С: 
6) Im С неотрицательно определена; 
в) матрица С, обратима. 


Тогда матрица 
С 
0 Elle С, 


D=Im 
неотрицательно определена. 


Доказательство. Пусть С’— другая комплёксно- 
значная матрица, для которой выполнены условия a), 6), 
в), 0’ = п Os Е ы 
0 Е С. Cy 
ществует такое 6>0, что если *) [С—С’|< 5, то ||[D — 
—0”|<г. Если матрица D имеет отрицательные собст- 
венные значения, то найдется такое число &)>0, что вся- 
кая симметрическая матрица О’, ||[D—D’\|<e,, тоже бу- 
дет иметь отрицательные собственные значения. С дру- 
гой стороны, для любого 6>0 найдется такая матрица 
С’, что |С—С"|<8, С” =C’, ImC’ положительно опреде- 
лена. Тогда из леммы 2.2 главы П следует, что матрица 
D’ положительно определена, а ||D—D’||<e. Противо- 
речие доказывает лемму 1.3. Применяя лемму 1.2 к 


1 
| . Тогда для любого в >> 0 су- 


*) В любой норме конечномерного пространства, 
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матрице D,D;', получаем, что Im Н.Н! неотрицательно 
определена. Таким образом, мы полностью доказали кор- 
ректность определения 1.1. 

Определение 1.3. Множество положительных лаг- 


ранжевых плоскостей будем обозначать через Gin (In) < 
С Gan (In). 

Опишем пространство Gin (In) Ge (In) при n=l. 
В этом случае фазовое пространство двумерно, Фс(2) = 
=C'@C,, а лагранжев грассманиан G,,(/,) состоит из 
всех комплексных прямых LCC'@C,, проходящих через 
начало координат. Если (г, 5) — линейная система коор- 
динат в фазовом пространстве Фс (2), то каждая лаг- 
ранжева плоскость Ё задается уравнением А2-+иё=0; 
A, веС. Таким образом, С.(1:) изоморфно комплексному 
проективному пространству CP! или, что то же самое, 
расширенной комплексной плоскости CP'=C'LJ(oo). Тог- 


да подпространство G3 (11) определяется неравенством 
Im noe Следовательно, Gz (1,) совпадает с верхней 


полуплоскостью в расширенной комплексной плоскости, 
т. е. гомеоморфно двумерному диску. Таким образом, 
пространство G3 (/,) является стягиваемым пространст- 
BOM. 

Над многообразием С.„„(1„) имеется каноническое 
комплексное п-мерное расслоение &,, составленное из са- 
мих лагранжевых плоскостей. Опишем расслоение E, бо- 
лее точно. Рассмотрим прямое произведение G,, (In) X 
ЖФес. В этом прямом произведении выделим подпрост- 
ранство EcG,, ([,) ХФс, состоящее из всех точек вида 


(Г, x) Си (11) ХФ. x EL. 
Проекция на первую координату 
Gen (In) X De -> Gan (In) 
индуцирует отображение 
mt: E—->-Goan (In). 


Очевидно, что прообразом каждой точки LEG, (In) 
является подпространство, гомеоморфное п-мерному 
комплексному пространству [. Можно показать, что 


$3.10 ' ГРАССМАНИАИ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ ПЛОСКОСТЕЙ 189 


{Е, Сб», (1,), 1} является локально тривиальным расслое- 
нием со структурной группой О (п). 

Это комплексное n-MepHoe расслоение {E, С.„(1,), п} 
мы и будем обозначать через En. 

Теорема 1.4. Пусть n обозначает ограничение pac 


слоения [A (En)]* на подпространство Gin(I,). Тогда cy- 
ществует аналитическое сечение о: Gi,(I,) 1, в каж- 
дой точке отличное от нуля. 

Доказательство. В случа n=1 утверждение 
тривиально, поскольку С} (Г) —стягиваемое пространство 
и, следовательно, любое расслоение с базой (5 (1!) три- 
виально. Приведем доказательство в общем случае. На- 
помним, что через Л” (&) обозначается п-я внешняя сте- 


пень расслоения &. Поскольку dim’, = п, то dim А” (&)= 
= dimyn =1. Таким образом, чтобы построить ненулевое 


в каждой точке сечение о: Gz, ([„) >|, достаточно каж- 
дой точке x = ба (/n) сопоставить ненулевой вектор с (x) 


внешней степени A"(L) слоя Г расслоения &. Пусть 
(@,, ..., а) —базис векторного пространства Ё. Тогда 
вектор а, /\%/\... A Gn будет базисным вектором про- 
странства Л”Ё. Если (а, ..., а) — другой базис в про- 


странстве Г, 4; = >) са, то 


i 
а... Л = 41 (с). м Л... Ла. 


Следовательно, чтобы построить сечение о: G(n)—n, 


достаточно каждому базису (а.,..., а.) лагранжевой 
плоскости L сопоставить ненулевое комплексное число 
Ка... Qn) 


таким образом, чтобы 
Га... ан) det (cl? = f(a, ..., а), 


6 o о 
где (Q,,...,@n) — другой базис в пространстве L, свя- 
занный соотношением 


@; = > cla;. 
i 


< 
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Лемма 1.5. Пусть С — комплекснозначная матрица, 
C'=C, а С — неотрицательно определенная матрица. 
Если ^ — собственное значение матрицы С, то ImA DO. 

Лемма 1.6. Пусть СеСЕ (21, [,), 


CC") = бы (In), 
Св |]. 
det (A—iB) 0. 


Пусть теперь (а.,..., а.) — произвольный базис по- 
ложительной лагранжевой плоскости L]Gin(/,), 


Тогда 


х- |] 
В 
— матрица координат векторов (ан, ..., а,). Положим 
Ка, ..., а.) =det(A—iB). 
Если (а, ..., @и) — другой базис и 
=| 
В’ 


— его матрица координат, 
a; = >} саь. 
i 
TO 
X=X'C', 
rae C= Те |. Таким образом, 
А — A’ с 
|8 [186 
А=А’С', В=В’С', (АВ) = (A’—iB’) С:. 
Следовательно, 


f(a, ...у An) = f (a, sees an) det (с). 
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Таким образом, функция f(a, ..., а») корректно опреде- 
ляет сечение 


0: Gin (In) 1. 


Аналитичность сечения в следует из того, что 

а) группа 0 (21, Г,) является аналитическим много- 
образием, а операция умножения в группе U(2n, [,) яв- 
ляется аналитическим отображением; 

6) линейное действие группы U(n) на пространстве 
С" является аналитическим действием; 

в) расслоение U(n)>U(2n, 1[,)-—С„(1,) является 
аналитическим расслоением аналитических многообра- 
зий; 

г) базис (a, ..., а,) в лагранжевой плоскости L ло- 
кально можно выбрать аналитически зависящим от точ- 
ки СЕС.„ (In); 

д) функция det(A—iB) является аналитической 
функцией от элементов матриц А и В. 

Теорема 1.4 полностью доказана. 


. 


$ 3.2. Индекс комплексных лагранжевых 
многообразий 


Аналогично второму условию квантования для ве- 
щественных лагранжевых многообразий в случае поло- 
жительных лагранжевых плоскостей можно сформули- 
ровать условие квантования на сечение с расслоения 1. 

Ilycts{U,} — множество таких лагранжевых плоскос- 


тей [< (%, (Г.), что проекция 
Ру: L +C!x€; 


является изоморфизмом. Тогда 
ЦИ! = Gin (In). 


Пусть Хо би (Г) — открытое множество, 1 | х—огра- 
ничение расслоения n на Х. Если с — ненулевое сечение 
расслоения y|x, то в карте И; определена функция 


_ 9,5) 
О в 
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Тогда второе условие квантования примет следующий 
вид: в каждой карте ХПИ, можно так выбрать аргумен- 
ты arg/;, чтобы в пересечении И {Ух было выполнено со- 
отношение 


атак — ага Л) = У ата Аь + | [и п, (2.1) 
Е 
где 
— «авы <=, 


L=INK, В=МК, В=К\ Цц=ТПК, 
а {^,„} — собственные значения матрицы 
_ 9—2”) (2.2) 
(2, 5) ° | 


Для того чтобы установить корректность условия 
(2.1), достаточно доказать, что собственные значения ма- 
трицы (2.2) находятся в нижней комплексной полуплос- 
кости. В самом деле, пусть [<Фс — положительная лаг- 
ранжева плоскость, у которой в качестве координат слу- 
жат как координаты (г’, 51), так и координаты (27, £3). 
Условие положительности лагранжевой плоскости озна- 
чает, что матрица р 

д — = 
9 (2, 9 


неположительно определена или матрица 
d(C, —2") 
* az’, $5) 
неположительно определена. Поскольку матрица (2.2) 
является главным минором матрицы (2.3), то ее мнимая 
часть неположительно определена. 

Пусть выбраны аргументы функций J; Определим 


коцепь С (И, У) канонического покрытия с коэффициента- 
ми в пучке ростков гладких функций равенством 


C(U, V) = arg Л, — arg J; — Уавм№— |1 лм, 
Г 


где {A,} — такие же числа, какив (2.1). 
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"Лемма 2.1. 

a) С(И, У) =0 mod 2л. 

6) Коцепь С (И, У) является коциклом. 

в) Условие (2.1) справедливо тогда и только тогда, 
когда коцикл C(U, У) когомологичен нулю в группе 
Н*(Х, 2). 

Доказательство. а) Очевидно, справедливо ра- 
венство 


9(51, =) 
Jj'= J,;det-——_-.. 
J, 1 д (=, С, 


Поэтому (2.1) справедливо по модулю 2x. 
6) Достаточно доказать коцикличность коцепи 


d(U, У) = Dyarg ae -+ 1, 
k 
где {№} — собственные значения матрицы (2.2), посколь- 
ку эта коцепь отличается от C(U, У) на кограницу. Без 
ограничения общности *) можно считать, что одна из 
карт есть карта вида U,. 
Таким образом, нам нужно показать, что 


d(U, У) +а(У, №) +d(W, И) =0, 


или, что то же, 


a(2!, —t),) acels, 214 
де | + arg det ————— 
arg de OG. 2) + |I, | - arg de t,t) + 
a (xt = 
4- ang det Ми |||, (2.4) 


д (21, 214) 


где под символом arg det соответствующей матрицы мы 
понимаем сумму аргументов ее собственных значений, 


2 
метим, что последнее определение корректно, поскольку 


в 3 
каждый из которых берется в пределах (->* 5): 3a- 


*) Действительно, условие 6) достаточно проверить в какой- 
либо точке. Далее, это условие зависит лишь от лагранжевой пло- 
скости в данной точке, а следовательно, может быть проверено в 
ситуации лагранжева грассманиана, где в окрестности каждой точ- 
ки существует неособая карта. : 


we 


1 


e ‚ 
{ 
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все матрицы, входящие в выражение (2.4), неположи- 
тельно определены как матрицы главных миноров Ma- 
трицы, взятой с обратным знаком: 


Oty _ at 
az! az! 
Im ~ 
95, ae! 
95; a 


Выберем в лагранжевой плоскости такой базис, что- 
бы матрица его координат имела вид 


1 0 0 90 
0 1! 0 0 
0 oO 1 O 
X=|0 0 0 1 


Bu Bis Big Bu 

Bu By Bay Ви 
в разложении фазового пространства 

Mc = бо x Cy, XC7, ХС, XCy,. 

Для матриц В», выполнены условия 

Bi; = Bir. 
Тогда 

4 
бу == 3) Buz™. 


k=1 


Заменяя лагранжеву плоскость на близкую, можно счи- 
тать, что все матрицы B,, обратимы. Тогда, полагая 


Оз = Вь — ВыВиВаь 


получаем 
2". ty) | Suenos 
BCE» 2) Y.Qas052 Qn — O15 aa | 


Systane = 


м О ae ane Anis 


\ 


\ 
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Последняя матрица эквивалентна матрице 


—9; 0 . 
0 Qss 
С другой стороны, . 
д (— oh ‚ —,) === a 
9(2!', 2‘) Виз я (2:0) 
Матрица (2.5) эквивалентна матрице 
9» 0 
| в, | (2.6) 
Наконец, 
O(— bry — br) _ | Ваз |: 
d(z!2, 2) By a ео 
а матрица (2.7) эквивалентна матрице 
Qe, 0 8 
|° в, (2.8) 
Таким образом, надо показать, что 
—~O71 0 — 0-1 0 
ов] = + | I, |л + arg det ыы a 
0 33 — Ви 


+ arg det в — | 
44 


Действительно, нетрудно увидеть, что 


1) arg det О +- arg det (— 032) = — |1. x; 
2) arg det Озз - arg det (— 9) = —|/5| x; 
3) arg де! О + arg det (— Qa) = —| J, |x. 


Сравнивая матрицы (2.5), (2.6) и (2.8), получаем ут- 
верждение 6) леммы 2.1. Утверждение в) леммы 2.1 три- 
виально. 

Теорема 2.2. Пусть Хо Оз (I,) — открытое мно- 
жество, и — сечение расслоения y|x. Условие (2.1) спра- 
ведливо тогда и только тогда, когда w/o определяет ко- 
гомологичный нулю одномерный коцикл в группе H'(X, 
2) на многообразии X. 


< 
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Доказательство. Достаточно установить, что ес- 
ли и=с, то выполнено условие (2.1). Пусть p=o. Нужно 
так выбрать arg J;, чтобы выполнялись условия (2.1). До- 
статочно удовлетворить соотношениям (2.1), когда J=n. 
В этом случае выберем базис в лагранжевой плоскости 
так, чтобы ее матрица координат имела вид 


го 
0 1 
В, Bah" 
В, By 
Тогда матрицы 
tm| ale ImB, 
B, By 


неотрицательно определены. Используя вид матрицы X, 
получаем 


Jy = det (Е а *l) det] | - |- 


B, В, ВВ, Ву 
= det Е—1| pil) - det Be 2.9 
(E—i|2 3 и, (2.9) 
Jy = det(E —i] 3 в |, (2.10) 
3 4 


а матрица (2.2) имеет вид 


в правой полуплоскости, а у собственных значений ма- 
трицы В:’—в нижней полуплоскости. Тогда при таком 
выборе аргумента мы получаем однозначно определя- 
емый аргумент у чисел (2.9), (2.10) и справедливо (2.1). 

Выясним, как связаны условия квантования для веще- 
ственных лагранжевых грассманианов Gin (In) и Gey (In). 


\ 
\ 
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Существует естественное отображение 
x 
om (In) -> Gin (In). 

Поскольку над пространством Gi, (In) существовало, 
ненулевое сечение о: Gy, ([,) >", TO над пространством 
Gs? ({n) тоже существует ненулевое сечение, являющееся 
прообразом сечения о: 

* О * 
n° (6): Gen (In) — я" (1). 


С другой стороны, в расслоении л* (1) ="во можно пО- 
строить и другое сечение, использующее ориентацию лаг- 
ранжевых плоскостей (Г, г) Gir (In). Как и для сече- 


ния с, будем строить такую функцию g(a, ..., An) от ор- 
тонормированных базисов (a4, ..., а») плоскости L, что- 
бы выполнялось соотношение 

5 (а, ..., Gn) det (ci) = g(a, ..., Mn), (2.11) 


где ак == >) сна. 
i 


Для любого вещественного ортонормированного ба- 
зиса (а.,..., Qa), задающего ориентацию & на вещест- 
венной лагранжевой плоскости Сс Фь, положим 


8(а,..., An) =1. (2.12) 


Очевидно, что условие (2.11) выполняется для любого 


другого базиса (а,,..., Qn)» задающего ту же ориента- 
цию г на плоскости L, ибо 4её (си) =1. 

Построенное по формулам (2.12) сечение будем обо- 
значать через ор. Итак, мы имеем два ненулевых сече- 
HHA: 


no: 650 (Un) — 50 
и 
OR: Gan (In) > 150 
расслоения Nao. Пусть 
Ё СХ X Gin (In) > 150 
— изоморфизм расслоений, определяемый соотношением 
f(a, х) =An*e (x). 


148 КОМПЛЕКСНЫЕ ЛАГРАНЖЕВЫ МНОГООБРАЗИЯ ЕЛ. it 


Тогда второе сечение ор задает нам отображение прост- 
ранства 050 (/„) в окружность 51: 
Е: Gar (In) 5% 
которое определяется следующим образом. Композиция 
отображений [-'‹бь имеет вид 
Г" ы Or) (x) = (A (x), x), h (x) ЕС, 
причем h(x) ==0. Полагаем 
h (x) 
xy=——eEeS'ce. 
ES eye = 

Теорема 2.3. 

а) H' (Ger (In)) = 7. 

6) Пусть и,ЕН!(0650 (/.)) — образующий элемент. 
Тогда в группе H'(S')=Z так можно выбрать образую- 
шую S=H'(S'), что &* (5) =и». 

Теорему 2.3 можно сформулировать еще следующим 
образом. Пусть 

Е: СХ Gh (In) > п 
— изоморфизм расслоений, определяемый соотношением 

F(A, х) =^№0(х). 

Обозначим через |, образ 

= F(C* x Gin (In), 
где C* = C\ {0}. Пространство ny гомеоморфно C* x Gt (In). 

Пусть 
a, = (Е-*)* (5) SH" (no), (2.13) 

где 5=Н!(С*) =Z — образующий элемент. 

Теорема 2.4 Пусть 

в: л* (1) 1 
— отображение расслоений. Тогда 
a) бк (Ger (1.)) С поз 
6) (@0R)* (Qn) = Up. 


Для доказательства теорем 2.3 и 2.4 приведем ряд 
вспомогательных топологических конструкций. 
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Определим вложения 
ig: U (21, In) > И (20 +2, Inas), 
in: U(n) >U(n +1), 
in: Gon (In) > Genre (Гл) 


формулами: 
а) если СеИ (21, Г,)}, 
C= C, С. ; 
Cy С. 
TO 
с 0 Cy 0 
. 0 10 OF. 
in (С) = 
a(C) сос, 0] ’ 
0 00 1 


6) если CEU (n), To 
9-5 ip 
в) если L&G,, (Jn), TO 
in (L) = in (L);® {€na}- 


Пусть 
jn: U(n)—>U (2n, [,) 


задается формулой 


© -|5 |, 


0,: 0 (2п, In) >Gon (In) 
— проекция, описанная ранее, 
6,(C) =C(C*). 
Тогда 
а) Диаграмма отображений 


И®—"-> U (2n, ео (In) 


wu 


. 7G 
1 t 
п п 


фт 
U(n 1) — U (21-2, 1-1) — Са» (Ги) 
1141 Фил 


коммутативна. в 
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(2.14) 
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6) in (Gin (In)) © Ginse (Ги). 
в) Существует изоморфизм 
Gn: & D1 > (in)* (Ene), 
причем, если xeL, LEG.n (In), TO 
@ni(x) = in (x) @0 & in (L); 
если AEC, то | 
n (A) =0Ф^еней (L) = in (L) Ф {ем}. 


г) Изоморфизм ф„ индуцирует изоморфизм рассло- 
ений 


фи: Tn (in)" Nn+w 
где („= (A"E,) *, причем 
р» = (А фье хм) = a (2.15) 


где Xn: A***E,—>A**! (E,@1) — естественный изоморфизм. 
д) Пусть 


On: Gin(In),> Nn 
— сечение, построенное по теореме 1.4. Тогда 
On = Yn (ig) Ona. 
Пусть, далее, Non Nn — пространство ненулевых век- 
торов расслоения Yo, а, ЕН! (Non) определен равенством 


(2.13). 
Тогда 


Чи (апт): = ав. 
Пусть вложения 
й: O(n) + O(n +1), 
20: SO(n) > SO(n +1) 

определяются равенством (2.14). Пусть 

an: SO(n) > O(n), 

В»: O,(n),—>U_(n) 
— естественные вложения. 


Pp mess, 5 etka at 
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Тогда следующая диаграмма коммутативна: 
SO (п) ов 0 (n) “+ U(n) 


150 10 wu 
n 


$00 +N) qr 0 + ge Ba Ue +1) 
и мы получаем 
мо (Ц (п)) =0, м: © (n)) = 
Гомоморфизм 
(in),: ли U (п)) +m (U (2 +1) 
является изоморфизмом, 
по (0 (п)) = 2, мл (0 (1)) =0, 
ла (0 (2)) = 2, л:(О(п)) = 2, при п>3, 
а гомоморфизм 
(in), % (0(п)) > я. (2-1) 


при п>3 является изоморфизмом. 
Далее, (50 (п)) =0, гомоморфизм 


(Gn) «: 1 (SO(n) )—л (О (п)) 
является изоморфизмом, а гомоморфизм 
(Bn) +: 4 (О (п) )—>s, (И (п)) 
тривиален. 
Переходя к пространствам G3? (I Aig 6-4 (In), получаем 
следующую коммутативную диаграмму: 


(Onde 


my (SO (п)) — > 1, (0(n)) 

(By )s (Ви). 

(0 (п)) —- x, U(n) (2.16) 
(0) (Onde 

Кл И 


(Gin UIn)) 
} 


м (50) (1) > ль (0 (n)) 
(By %p)e Bye 


ty (U (п)) —>—— (И. (п) 
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Поскольку (В„).=0, то эта диаграмма принимает сле- 
дующий вид: 


0 0 
1 = | 
Zz —=_ 7 
у. р 
my C= (In) mo п! (Gr (In)) 
0 7. 
| 
0 


Диаграмма (2.16) индуцирует отображение 


+: eae ga ah +1) 


G2, (In) > Genes (11+) 
Tak 4TO следующая диаграмма коммутативна: 
iO 
O(n) —*+O(n+1) 
Bn wu Bas 
U(n) > U(n +1) 


п 9+1 


iG 
бы (a) —> бы (Ги+1) 


Таким образом, мы получаем следующую коммутатив- 
ную диаграмму гомотопических групп: 


0 0 
Uy, 


| и. 4 
п, (И (п) > 1, (U(n +1) 


(iS), о ee 
ty (Gon (In) — 1 (Gonae (Ens) 
| 
©. 4 
cd (п) > Г (О"-1)) 
0 0 


ee 
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Поскольку (iz), и (2), — изоморфизмы, то (#).-—тоже изо- 
морфизм. Таким образом, группа 7 (С°. ([n)) изоморфна 
группе л, (G? (11)). Пространство G8(/,) легко описывается 
в явном виде: это многообразие всех прямых в Ё*, прохо: 
дящих через начало координат, и, следовательно, гомео- 
морфно окружности 5'. Таким образом, 
ла (Gin (In)) = м, (S') = 2. 

Следовательно, в диаграмме (2.16) томоморфизм л. 
переводит образующий элемент группы л, (Сл (/,)) в 
двукратную образующую группы m1 (Gon (1,)). Мы Mo- 


жем сформулировать следующее утверждение. 
Лемма 2.5. 


a) Н* (Gyn (In) = 2. 
6) H* (Gon (In)) = 7. 
в) Можно так выбрать образующие un = Н! (Gee (In))s 
On & H* (Gem (In), что 
x (On) = ин, 
(in )* (Gnas) = On, 
(м) (Unti) = Un. 
г) Пусть 
фа: Na > (in)* Nasa 
— изоморфизм, индуцированный равенством (2.15), а 
бр: Gor (In) > Mn” 
‚ — сечение, построенное по формулам (2.12). Тогда 


брт = фи (0) (б вла). 


Утверждения а), 6), в) уже доказаны, а утверждение 
г) тривиально. 

Доказательство теорем 2.3 и 2.4. Заметим, 
что утверждения теорем 2.3 и 2.4 эквивалентны. Доста- 
точно доказать утверждение только для п=/. В самом 
деле, отображения 


154 КОМПЛЕКСНЫЕ ЛАГРАНЖЕВЫ МПОГООБРАЗИЯ (rut. Ш 


удовлетворяют соотношению 
.в 
бп = ба. 
Поэтому, если 
un = ра (s), 
TO 
Gye * = Gye Gye * 

(Un)* Unga == Un = 8n (3) = (била о)” (8) = (in)* Sass (3). 
Так как (uf)* является изоморфизмом, TO илл = Snax (9) и 
теорема 2.3 будет доказана по индукции, если 

uy = В (s). 


Итак, построим отображение g, пространства 050 (/,) в ок- 
ружность 51. Точка Le 05° ([;) параметризуется базис- 
ным вектором а GL, а= В», |a|=1. Сечение o,; 6501) > 
>” определяется своим значением на базисном векторе 
GEM, равным о, (а) = a, + ia, где 


— координаты вектора A&R’. 


Сечение же Op, Gs? (1,) > nie на базисном векторе а 
принимает значение 


Or, (а) =1. 


Таким образом, функция g,: 03° (11) ->5* принимает 
следующее значение: 


&1 (а) = (а. а.) -*. 
Тогда отображение 
вн: 630 (11) = $5 
имеет степень 1, т. е. в группе H! (65 (Г,))=2 можно так 
выбрать образующую uy, что 
#1 (8) = ш. 
Теорема 2.3 доказана. 


ЧАСТЬ II 


КАНОНИЧЕСКИЙ ОПЕРАТОР 
НА ВЕЩЕСТВЕННОМ ЛАГРАНЖЕВОМ 
МНОГООБРАЗИИ 


В этой части мы изложим конструкцию каноническо- 
го оператора Маслова. Как уже объяснялось во введе- 
нии, мы избрали следующий топологический способ из- 
ложения. В фазовом пространстве фиксируется лагран- 
жево многообразие Г. В каждой канонической карте 
многообразия L определяется локальный канонический 
оператор, переводящий функции на многообразии Ё с 
носителем в канонической карте в функции конфигура- 
ционного пространства. Если локальные канонические 
операторы совпадают на пересечении карт, то получает- 
ся оператор на всем лагранжевом многообразии Г. Одна- 
ко, вообще говоря, локальные канонические операторы 
в картах не совпадают на пересечении карт и сравнение 
двух таких операторов приводит к серии коциклов, кото- 
рые могут быть истолкованы как препятствия к построе- 
нию глобального оператора. 

В главе ГУ рассмотрены первые два препятствия. При 
выполнении условий квантования эти препятствующие 
коциклы можно выбрать тривиальными. Соответственно 
мы получим глобальный канонический оператор, опреде- 
ленный с точностью до первой степени параметра A. 
В этой же главе приводятся формулы коммутирования 
канонического оператора с псевдодифференциальным 
оператором с точностью до #*. 

Для того чтобы получить асимптотику решений с точ- 
ностью до любой степени параметра A, следует изучить 
полный набор препятствующих коциклов к построению 
канонического оператора на лагранжевом многообразии. 
Для этой цели в главе У выводятся формулы разложения 
интегралов быстро осциллирующей функции в ряд по сте- 
пеням параметра A. В главе VI строится канонический 
оператор и выводятся формулы коммутации канониче- 
ского оператора с псевдодифференциальным опера- 
тором с точностью до любой степени параметра A. 
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Показывается, что других препятствующих коциклов, от- 
личных от рассмотренных в главе IV условий квантова- 
ния на лагранжевом многообразии, нет, т. е. все высшие 
(по степеням параметра A) препятствия несущественны. 


ГЛАВАТУ 


КАНОНИЧЕСКИЙ ОПЕРАТОР МАСЛОВА 
(ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ТЕОРИЯ) 


$ 4.1. Конструкция элементарного 
канонического оператора 


1. Канонические коцепи. Обозначим, как и 
ранее, через De 2п-мерное вещественное пространство с 
базисом (е,...,е,„,|,...,["). Это пространство назовем 
вещественным фазовым пространством. Всякий вектор 
а=Фь может быть однозначно представлен в виде ли- 
нейной комбинации базисных векторов (e,f) с вещест- 
венными коэффициентами 


a=x*e,+ p,f*. 


Числа х^, k=1,...,n, будут называться х-координатами, 
а числа р», R=1,...,m —р-координатами вектора а. Про- 
странство MR мы снабдим структурой вещественного га- 
мильтонова (симплектического) пространства, введя в 
нем невырожденную дифференциальную форму 


_ o=dp/dx. (1.1) 
Пусть теперь L — гладкое л-мерное многообразие. 
Определение 1.1. Вложение 

i: L CG Dp 


многообразия L в фазовое пространство Фи называется 
лагранжевым, если ограничение i'w формы ® равно нулю, 
т. е. 


Го=0. 


В дальнейшем лагранжевы вложения мы будем так- 
же называть лагранжевыми многообразиями. 
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Пример 1. Пусть Dg — двумерное векторное прост- 
ранство. Тогда любая гладко вложенная кривая 


x= x(t), 
p= p(t), 


определяет одномерное лагранжево многообразие. В ca- 
мом деле, поскольку любые два касательных вектора к 
произвольной точке кривой (1.2) коллинеарны, то косо- 
симметрическая форма (1.1) на них аннулируется. 

Пример 2. Рассмотрим в пространстве Фв много- 
образие, заданное системой уравнений 


(x*)?+(p,)?=1, №=1,...,п. (1.3) 


При n=1 это многообразие определяет, очевидно, окруж- 
ность с центром в начале координат. При произвольном п 
данное многообразие является прямым произведением п 
окружностей, т. е. я-мерным тором. 

Докажем лагранжевость многообразия (1.3). Действи- 
тельно, поскольку при каждом А существуют либо глад- 
кая функция p,=p,(x*), либо гладкая функция x*= 
=x"(p,), то в выражении (1.1) при каждом А аннули- 
руется каждое слагаемое и, следовательно, и все выра- 
жение (1.1). 

Обозначим через [1] множество натуральных чисел от 
1 доп: 


te [a, СВ (1.2) 


[n]= {1, 2,..., n}. 


Пусть /<[n]— произвольное подмножество множест- 
ва [п], Г — дополнение множества Г в множестве [и]: Г= 


=[n]JM. 

Определение 1.2. Канонической картой U, лаг- 
ранжева вложения i: Ё С Фь мы будем называть от- 
крытую односвязную область (носитель карты} UCL и 
проекцию 


1 

являющуюся диффеоморфизмом на открытое множество 

В! Ф R;, где В’, R; — арифметические пространства коор- 
: i 

динат вида (x4, ..., x*) и соответственно (р. - 4+) Рин). 


Здесь й,..., RET, нь ..., El. о ‘ 
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Таким образом, в канонической карте лагранжева вло- 
жения {ГС Mg координатами служат функции (x*, ps), 
а области карты И’; записываются в виде уравнений 


хи, рт), 
Pr = p(x", РТ). 


Определение 1.3. Каноническим атласом лагран- 
жева многообразия Г. мы будем называть любой его 
атлас, состоящий из канонических карт. 

Лемма 1.1. На любом лагранжевом многообразии 
существует канонический атлас. 

Замечания. а) Утверждение леммы можно пере- 
фразировать следующим образом. Существует такой 
атлас карт, что носитель каждой карты может быть за- 
писан в виде уравнений 


x =x! (x! ь Ру), 
(1.4) 
ру == Ри (х', 7). 


6) Для гладко вложенной кривой 
x= x(Z), 
p=ptt), 


утверждение леммы очевидно. В самом деле, поскольку 


t = [a, В, 


rang (x, р) =1, 


где точка означает дифференцирование по параметру f, 
то при каждом значении параметра Ё либо х5=0, либо 
p30. По теореме о неявной функции существуют либо 
гладкая функция &=8(х), либо гладкая функция &= 
=t, (p). 

Доказательство леммы 1.1. Рассмотрим про- 
извольную точку [=Ё. Ясно, что если в касательной плос- 
кости в точке | к многообразию L найдутся канонические 
координаты вида (x’, pz), то по теореме о неявной функ- 
ции уравнение некоторой окрестности точки { в многооб- 
разии L может быть записано в виде (1.4). 
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Таким образом, аналитическая задача о существова- 
нии канонического. атласа на лагранжевом многообразии 
L в действительности является алгебраической задачей 
о выборе канонических координат в лагранжевых гипер- 
плоскостях (подпространствах). Эта задача решена в 
лемме 1.1 главы II. 

Пусть и — некоторая гладкая невырожденная мера 
на лагранжевом вложении L. Определим две нульмерные 
коцепи канонического покрытия (т. е. покрытия, состоя- 
щего из канонических карт) многообразия [. Однако, в 
отличие от коцепей, с которыми мы встречались в первой 
части книги, коцепи, определенные ниже, будут прини- 
мать значение в множестве гладких функций. Таким об- 
разом, для задания такой нульмерной коцепи { каждо- 
му элементу покрытия U, сопоставляется некоторая глад- 
кая функция [. Граница 6{ такой коцепи определяется 
как набор гладких функций на пересечении карт (ПО, 


причем 
8(f)s=h—f; в UU; 


Этот язык, широко используемый в математике, оказы- 
вается полезным и в нашем случае. 

Итак, выберем на многообразии Ё некоторый кано- 
нический атлас карт и определим в каждой канонической 
карте U,;, задаваемой уравнениями 


я = (x4, рт), 
Pr= ри(х', рт), 


функцию $5:(х', рр, называемую действием. Функция 
$1 (х', рл определяется как произвольное решение урав- 
нения 


а$(х/, рт) = pr (x', pz) dx’ — x! (х', pz) dp;. (1.5) 


Уравнение (1.5) разрешимо, поскольку в силу лагран- 
жевости вложения многообразия Ё выполнено равенство 


44$ = Г (dp, Л dx! —а \ dp;) = Г (dp Aidx) =0, 


а носитель карты И; односвязен. Отметим, что решение 


уравнения (1.5) определено с точностью до вещественной 
постоянной. 


v 


. 
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Выбрав в каждой карте некоторую постоянную, мы 
сопоставим, таким образом, каждому элементу покрытия 
И: гладкую функцию S,(x’, рут). Это первая наша нуль- 
мерная коцепь. 

Обозначим через py плотность меры и относительно 
координат (х', ру) карты От, так что в системе локальных 


координат карты И, мера p имеет вид 
и p(x’, pdx’ Л арг. 


Имея в виду, что нам понадобится извлекать квадратный 
корень Ум (х,, рт), припищем плотности и; (x!, рт) неко- 
торое значение агЕ |: (х', pz) аргумента, 0 < агец: < 4м, и 
будем считать, что arg V (x’, Ру) = sae в, (x', рт). 

Таким образом, каждому элементу покрытия Uy мы 
сопоставили гладкую функцию Ув, (х,, Ру. Это наща 
вторая нульмерная коцепь. 

2. Локальный канонический оператор. 
Определим теперь элементарный канонический оператор 


№, полагая для феЕСо(И,) (функции с компактным в 
карте U, носителем) 


= 1/8 
kif Г. 


—. 


ex { S14, РР} У вы (РР) © (2, Pp). (1.6) 
Здесь 2" — 1/h-npeo6pasopanHe Фурье: 


PM iA) = (St) ео) дах 


Ra 


1/й-преобразование Фурье, применяемое в нащей теории, 
обладает рядом свойств, аналогичных обычному преоб- 
разованию Фурье. Необходимые нам сведения о 1/й-пре- 
образовании Фурье приведены в добавлении I главы VI. 

Предложение 1.2. Пусть U; u И, — две канони- 
ческие карты, имеющие непустое пересечение, и пусть 


фе Со (И! ПИЛ). Тогда существуют такие постоянные 
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cH} ER и dsp =O (mod 2n), что имеет место сравнение 


k= exp {- cf) + = dus} ky (mod h). (1.7) 


Сравнение 
ap (x, В) ==0 (mod А") 


следует понимать как выполнение системы неравенств 


| Pp (x, ВУ, < (9 AY (1.8) 
для всех мультииндексов & = (G4,..., 0»). Здесь 
nt one п“ Fa 


(axty@ ... (ax) у 


Ja|=ait... Чо», а с(х) — бесконечно дифференцируе- 
мая функция, убывающая при |х|-=оо быстрее любой 
степени вместе со всеми своими производными. 

Доказательство. Нам нужно сравнить две 
функции: 


t — 
ki? = F ppl exp le si} Ver, 

t — 
Еф = fae exp т 5 Vey Q, 


где supp peU, Uy. Обозначим Ie=IJ\J, 15=JNI, [= 
=(n]\ULUs. 


Поскольку IJ =/,, то, применяя к функциям Ry и 


Еф 1/В-преобразование Фурье F и ‚И замечая, что при 


этом элементы f, для которых [=0(то4 №), перейдут в 
себя, мы получаем, что для доказательства (1.7) доста- 
точно сравнить выражения 


i — 
Вин екр [ЗПУ и Вы, ats xP {Si} Viti ®. 


Перейдя в последних двух выражениях к 1/й-преобра- 


зованию Фурье Fi; py? получим, что задача сводится K 
3 С 


$ Мищенко и др, 
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сравнению двух выражений: 


в а exp | si} Vere, 


хр], 
ехр si} Ув. 
Выражение (1.9) в более подробной записи имеет вид 
умы [г xls | 
О (SEY ee | exp [Кр 24> — <a", ры») 


x exp (5 51) Им гар, ах". (1.10) 


(1.9) 


Применим к интегралу (1.10) формулу асимптотиче- 
ского разложения интеграла быстро осциллирующей 
функции. Эта формула утверждает справедливость сле- 
дующего асимптотического сравнения: 


> п/а 
(sa) | exp { Ф (%, 2} 0(x, p)dp= 
Rt 
exp [о (, ре) ФР) 
У det Hess (— Фа, p (x) 


il 


(mod h). (1.11) 


В этой формуле через р=р(х) обозначена единственная 
стационарная точка функции D(x, p) на носителе функ- 
ции ф(х,р), т. е. такая точка, в которой градиент функ- 
ции M(x, р) по переменным р обращается в нуль. Через 
Hess (—Ф (x, p(x))) обозначена матрица вторых частных 
производных функции —D(x, p) по переменным р. Для 
определения радикала ]4её Hess (—Ф (x, p(x))) аргумент 
подрадикального выражения выбирается по формуле 


п 
arg det Hess (— Ф (x, р (х))) = > arg Ap, 


kunt 


где “ha — собственные значения матрицы Незз(—Ф (х, 
p(x))), аргументы которых выбираются в пределах 
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—on<arg и" . Формула (1.11) будет доказана в гла- 


ве V. 


Для интеграла (1.10) стационарную точку следует 
искать из уравнения 


day ats (Ри x! > «Ри» xls + КУ) =0. 
Поскольку (см. (1.5) ua 


` 


451 = py (x", pz)'dx! —х' (x", РР) dpz, 
то уравнения для стационарной точки принимают вид 
x -|- x (x!, P;) =0, 
р | (1.12) 
— Ри, + Ри, (х , Ру) =0. 
Присоединяя к системе (1.12) тождества 
x= x!) р. = Pry (1.13) 
мы видим, что соотношения (1.12), (1.13) определяют фор- 
мулы перехода от координат (х’, ру) к координатам (x’, p 7) 
на пересечении U; (| U,. В силу этого Зита (1.12) од- 
нозначно разрешима относительно координат x", ри 


ных (x, ps), 
. (1.14) 
; Pr, = Pr, (x’, рт). 
Далее, поскольку | ть, бе и В. 
. . 9 (-— р. = rf 5 
Hess,1,», (—Si) =P (1.18) 


d(x", Py): | pee geet wet Se 


то в точках (1.14) гессиан (1.15) определен и отличен 
от нуля. 


По формуле (1.11) имеем ` Ee ae oS 
ром Е И о 
\Fel/2 ГЕ ‘6 = ув I 
(—1) (=) ее [а (<Pty х*> — <x", рь> + 


4+ 81 (и, Ин eno рр ри, 4х" = 


< 


6* 
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= (—1)!"""" exp he (Si (x’, ру) ехр {+ (Pty x!) — 
V 100, 25) p(x, 25) 
', Pie >} 


= (mod A), 
ум Нез, ak — 8, (x7, 2.) 


причем 
в, arg 
arg eae a eee =a —=> arg Agr, 
V det Hess(— S,) 2 


re Ay, 17 — собственные значения матрицы 
9 (-— Py, * x!s) 


eee hy, = Si PD) = a(x!s, ру.) 


Следовательно, 
hyp = (—1) М exp [ [Sr + (Pry х* — <x", pr. — 51] х 
хехр {5 [arg br—argny— У! arg № kp (подп). 


Таким образом, выражения с:; и 4,.,, указанные в 
формулировке предложения 1.2, равны соответственно 


Cy = Si ae Sy + CPi x!) — <x", рь,›, 
diy = arg by — ага wy — У атм, —| Iq |м. 


Для завершения доказательства предложения 1.2 необ- 
ходимо установить, что 

a) Cry — вещественное число; 

6) 41. кратно 2л. 

Покажем, что 


dc,,;=0. | (1.16) 
В силу (1.5) в пересечении (И; имеем 
аси = 4 ($1 — Ss + ра» х*> — (Pty >) = 
РИ НЯ ея 
+ x" dpr, + рьах" — р, 4х" — x" dpy,. (1.17) 


инк 


§ 4.1] КОНСТРУКЦИЯ КАНОНИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА 465 


Из соотношений Pe 
= Г=Ь 1, 

м (1.18) 
= 01, J=LU] 

следует, что все члены в (1.17) взаимно уничтожаются 


и справедливо равенство (1.16). 
Далее, поскольку 


a(—p,, xls Uatlsl 
br = py det 2! rie ea ai П dar (1), (1.19) 
0 (x a Py.) k=l 


то с точностью до числа, кратного 2л, аргументы левой 
и правой частей выражения (1.19) равны: 


arg ры = arg wy -- У} arg Ан, + | 1, | п (mod 2n). 


Предложение 1.2 полностью доказано. 

3. Квантованные лагранжевы многооб- 
разия и глобальный канонический опе- 
ратор. Мы определили две одномерные коцепи кано- 
нического покрытия или, короче, канонические коцепи. 

1) Коцепь cl) = {chy}: 

1 1 
cf? = «рых — <ри, x") + Sr — Sy. (1.20) 
2) Коцепь c® = {с}: 
с® = on [eM arg ty — Si arg Aris — | le | ы . (1.21) 
fax Г 

В этом пункте мы докажем, что коцепи (1.20) и (1.21) 
являются коциклами. 

Предложение 1.3. Коцепь с является коцик- 
лом. 

Доказательство. Из (1.18) следует, что 


cu = (Sr-+ <x", рт) — ($1 +", p>). = (1.29) 


Таким образом, если определить нульмерную коцепь 
[= {fs} с коэффициентами в пространстве гладких функ- 
ций, полагая в карте U; 


fr= $1 <x! (x', pp), РГ», 
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то выражение (1.22) представляет собой кограницу`этой 
коцепи: ; 


с = OF. 


В силу известного свойства кограничного оператора 
(0?=0) отсюда следует, что кограница Oc! коцепи равна 
нулю: дс! =0. Предложение 1.3 доказано. 


Предложений 1.4. Коцеть с® является коциклом. 
> ччинояуиниии ичосириислинннивь, 
Коцепь "{ch)} разлагается в сумму ‘двух коцепей cy} = 


=o; + By, где 


an = aren, — arg ил, 
Ви = = (3 arg Aras + Vl) : 


Согласно (2.1) главы III 
pis =arg Ji—arg J; 


Таким образом, обе коцепи {a1} и {B,,} являются когра- 
ницами, а значит, коциклами. Предложение доказано. 

Определение 1.4. Каноническое покрытие {U;} 
называется квантованным, если канонические коцепи с 
uc) когомологичны нулю. 

Заметим, что класс когомологий коцикла с“ не изме- 
нится, если изменить функции $; на константу. Отсюда 
следует, что если коцикл с) когомологичен нулю, то мож- 
но так выбрать (нульмерную) коцепь {51}, что на пересе- 
чении любых двух канонических карт U, U; будет и иметь 
место равенство 


Sp — S81 = ри» x") — бра, 2°). 


Аналогичное рассуждение можно провести и для ко- 
цикла с). Именно, поскольку аргументы плотности меры 
определены с точностью до Zk, то в случае, если коцикл 
с) когомологичен нулю, можно так выбрать аргументы 
плотностей меры | в картах Из, что будет иметь место 
равенство 


arg иг — arg py = Share des + |Ig|a, 
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где {Ax, 17} — собственные значения матрицы 
д(— ри, x") 
a(x’, p,) . 


3 
и ans arg Ани <> . 


Хотя выше мы определили квантованность канониче- 
ского покрытия, в действительности это условие является 
характеристикой самого лагранжева многообразия. Этот 
факт основан на глубокой | и важной в топологии теореме 
Лере, утверждающей, что классы когомологий многооб- 
разия, вычисляемые с помощью покрытий (методом 
Чеха), не зависят от выбора покрытия, если у покрытия 
все элементы, а также всевозможные пересечения эле- 
ментов являются стягиваемыми пространствами. Можно 
считать, что наше каноническое ‘покрытие удовлетворяет 
указанному условию. Следовательно, условие квантова- 
ния, т. е. обращение в нуль некоторых классов когомо- 
логий, является в действительности характеристикой са- 
мого лагранжева многообразия, и мы вправе дать’ сле- 
дующее 

Определение 1.5. Многообразие L называется 
‘квантованным, если его классы когомологий c ц с® 
тривиальны. 

‚Теперь мы можем сформулировать первую основную 
теорему этой главы о существовании’ глобального кано- 
нического оператора на квантованнсм лагранжевом мно- 
гообразии. 

Именно, пусть Н` Nh __ замыкание множества гладких 
финитных функций P(x, A) по норме 


AFL, = sup d+ РНР", 
где р? — 1/6 оператор Лапласа: 
Pp =+ Sp po — ihe 


Пусть, далее, Ни пересечение пространств Hs uh 


В п HY 
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Введем в пространстве Н"" (неограниченный) оператор 
A* умножения на #-*: 


А*; НУ" _> НМ р =30, 1,2, ... 


Обозначим через D(A*) область определения оператора 
A*, а фактор-пространство Н*"/О (А*) — через ^Н*" = 
="#H1/*(R*), ` 

Заметим, что множество D(A*) состоит из функций |, 
для которых выполнено неравенство (1.8) с N=k. Это 
позволяет упростить запись некоторых формул, напри- 
мер, сравнение (1.7) для квантованных многообразий 
может быть переписано как равенство k,p=k,p в прост- 
ранстве ‘H'/"(R”). 

В этих же терминах мы сформулируем нашу первую 
основную теорему о существовании и единственности 
глобального канонического оператора Маслова на кван- 
тованном лагранжевом многообразии. 

Теорема 1.5. Для квантованного лагранжевого 
многообразия L существует единственный оператор 


в: С° (L)—>1H™* (В"), 


совпадающий в каждой карте U; канонического атласа 
с оператором (1.6), т. е. для любой финитной функции 
geCo (U;) в пространстве 'H*"(R") выполнено равенство 


Еф=Ё1ф. 


Доказательство этой теоремы вытекает из следующей 


леммы. 
Лемма 1.6. Пусть L— гладкое многообразие, H — 


линейное пространство. Предположим, что на многообра- 
зии L заданы открытое покрытие {0} и семейство линей- 


ных операторов k;: Cy (И;) 6, причем {=} для функ- 
ций feCy (ИППО). Тогда существует и единствен такой 
оператор 

Е: CO(L) > &, 


что kf = kif для любой функции f = CU). 
Доказательство этой леммы будет дано в добавлении 
П главы V1. 
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§ 4.2. Коммутация канонического оператора 
и оператора Гамильтона 


1. Формулировка основной теоремы. 
Определение 2.1. Гамицльтонианом называется 
произвольная гладкая функция ы 


Н: Ф, >В 
на фазовом пространстве Dp, удовлетворяющая условию 
| DEDEH (x, р) |< Св (1+ |] + |p)” (2.1) 


с некоторой постоянной Cyg=Cog(H)>0 и натуральным 
числом т. 


Здесь 
ы д" ба 8 htt Bn 
т = a EE. р = —_—_ 
(axty™ .,. (ax) др... др" 
и 0... 9; Вь..., В» — произвольные натуральные 
числа. 


Определение 2.2. Гамильтоновым векторным no- 
лем У(Н), ассоциированным с гамильтонианом Н, назы- 
вается векторное поле 


0H 8 онд 
V(H) = — — — — —.. 
) Op; axt — ax! Op; (2.2) 


Здесь, как обычно, по повторяющимся индексам про- 
изводится суммирование, i=1,..., 7. 

Часто мы будем опускать индексы в выражении (2.2) 
и писать просто 


о. (2.3) 


Рассмотрим гладкое вложение 
i: ЕС Фь 


многообразия Ё в фазовое пространство Фе. 

Определение 2.3. Многообразие Г.<-Фь называ- 
ется инвариантным относительно векторного поля (2.3), 
если это поле касается многообразия L: 


УСН |ьеТ (В. 
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Пусть Н — гамильтониан 1 
i: LG Dp (2.4) 


— лагранжево многообразие, т. е. для любых векторных 
полей Х, Y@T(L) имеет место равенство 


<itdx ар, (Х, Y))=0. (2.5) 


Предложение 2.1. Многообразие (2.4) инвариант- 
но относительно гамильтонова векторного поля У(Н), 
если и только если оно лежит на некоторой поверхности 
уровня гамильтониана, т. е. 


‹ган, X)=0 (2.6) 


для любого поля ХеЕТ(Г,). 

Доказательство. Покажем прежде всего, что для 
любого вектора ХеТ(Г.) справедлива следующая фор- 
мула: 

<dH, ху = ‹ахЛар, (V(H), Х)>. (2.7) 
Действительно, пусть X&T (Фр) — произвольное вектор- 
ное поле. Вычислим правую часть равенства (2.7). Имеем 
<dx /\ dp, (V(H), X)> = ‹ах, V(H)) <арь X> — 

— ‹ах, X) ‹арь У (Н)›. 


Поскольку 
Cd, a =E, Cds, = p> =0, 
Cap, „>= 0, < 4p, „>= -Е, 


где Е — единичная матрица, то согласно определению 2.2 
выражение (2.5) преобразуется к виду 


LF ay 4. OF dy XN = 
ар p+? ae х, x» <dH, X). 
Формула (2.7) доказана. 

Докажем теперь предложение 2.1. Пусть вначале лаг- 


ранжево многообразие (2.4) инвариантно относительно 
поля У(Н). Тогда 


У(Н) |= Т (ЕЁ) (2.8) 
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и если 
XeT(L), (2.9) 


то, используя формулу (2.7) и учитывая включения (2.8) 
и (2.9), а также лагранжевость вложения i, получаем * 


<i* dH, Х} = ‹гах ар, (У(Н), X)> =0. 


Обратно, пусть a&L,— произвольная точка многооб- 
разия Ё и для любого вектора Хе (Т (Г) )‹ выполнено pa- 
венство (2.6). Вновь используя (2.7), получаем (ig — 
сужение в точку а) 


‹ваН, Ха> == <(dx /\ ар), (V(H)q» Xa)> =0. 


Предположим противное, т. е. что вектор (У(Н))« не при- 
надлежит касательному пространству Г.(Ё) к многооб- 
разию Г. Поскольку в предыдущем тождестве вектор Х« 
может принимать произвольное значение из касательного 
пространства 7,(L), то структурная форма (dx/dp). 
тождественно равна нулю на подпространстве размерно- 
сти (n+1), порожденном совокупностью всех векторов из 
T,(L) и дополнительным вектором (У(Н)).. С другой 
стороны, размерность пространства, на котором форма 
(4х/\ар). тождественно равна нулю, не может превосхо- 
дить п. В самом деле, фиксируем в касательном прост- 
paserae ко т фазовому пространству Dr базис 


Будем считать его 


дд eaeoeg av’ op,’ ee Pn 
ортонормированным базисом некоторого скалярного про- 
изведения, которое обозначим круглыми скобками (, ). 
Тогда форма (dx/\dp), в базисе (0/dx, д/др) задается 
кососимметрической матрицей 


А-|_, Bl. (2.10) 


Пусть № — такое подпространство касательного прост- 
ранства, на котором форма (dx/\dp), тождественно рав- 
на нулю. Тогда для любых векторов X,YeW получим 


равенство 
(АХ, У) =0. 


Следовательно, пространства W и AW ортогональны 
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относительно скалярного произведения ( , ), и, значит, 
УПАУ=0. Поскольку матрица (2.10) невырождена, то 
dim W=dim AW. Поэтому 2 ат W<dim Фь=2п, т. е. 
dim = п. Предложение 2.1 полностью доказано. 
Предложение 2.2. Пусть лагранжево многооб- 
разие i: LG Фь лежит на поверхности нулевого уровня 
гамильтониана Н: 
vH=0, (2.11) 


и пусть U;— некоторая каноническая карта с координа- 
Tamu (х', ру). Тогда, если iz: Иг»>Ф в —ограничение вло- 
жения i на карту U;, то для любой функции феС® (Ф) 


имеет место формула 
ir (V (Н) 1 = У(ЙН) ИФ = V (AD У, 
где 


по Sa HB 


Доказательство. Имеем по определению 
0H д OH д 
ИУ ==й| | — — — — — = 
ПУ (CH) YI i ( Op ox Ox Op ) ы 
ео. О OY 0 2e), (2.12) 
Op, ax! p> axl дк 9 yt 9 


Из условия (2.11) следует, что 
GH = H(x!, (x, рт), Pr (x, рт), pz) = 0 


Дифференцируя это равенство по переменным (х’, рт), 


получим следующие равенства для производных OH/Ox', 
ОН/9рт на Г: 


oH dH ax! ОН ap, 
ax! ax! Op; ax! | 
(2.13) 


м [аа amy 
ax? РЯ др; OP; ° 
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Подставляя значения (2.13) в (2.12), получим 
oH д OH а! ОН op, | a 


ax? 91 9 OP; 
дн д OH oy! | OH A 
ee Belt Fine В =}. (2.14) 
axt OP; ax! ax! бр ax! | др 


Поскольку L— лагранжево многообразие, то (г (dx/\ 
/\dp) =0. В локальных координатах (x/, ру) получаем 


op ax? 
соотношение =_= = — —_, И ПОЭТОМУ 


Py 


ан a . or? a , oy д 
[> Ea at ay aa | 


ан [_a , ox? a д д 2 И 
lee oxi it Op. = У} = У(Н г 


На лагранжевом многообразии мы будем иногда пи- 


OH OH ОН ‚+ OH 
сать —, тит. д. вместо i7—, и—= ит. д. Предло- 

dp,” дай "То Top,” axl а 
жение 2.2 утверждает, в частности, что для функции 


Ф(х', p7) = С° (0,) имеет место равенство 
МУ(Н)Я = У(Н) т. 


Определение 2.4. Оператором Гамильтона Я = 
=Н(х,р) называется оператор, действующий на произ- 
вольную функцию PEC (R") по формуле 


H (x, р) = {РЫЫН (х, р) Ру. (2.15) 


Используя свойства 1/й-преобразования Фурье (см. 
добавление I гл. УТ), нетрудно показать, что если гамиль- 
тониан H(x, p) удовлетворяет неравенству (2.1), то опе- 
ратор (2.15) продолжается до непрерывного оператора 


Н=Н(х, р): Н\(В") > НА (В") 
ДЛЯ любого вещественного числа г. 
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Наконец, нам понадобится ‘рассматривать в карте И 
оператор Н (x’, x’, ри, p;). Этот оператор для каждой 
функции ф(х', pz) = Cy (Us) определяется по формуле 


H (x', "pn pz) 9 (x, Pz) = 


EE ag Fie Рин» Hs Plo Pr) Feet ap? Cs РТ) 
Дадим здесь для полноты изложения определение 
производной Ли Hx вдоль векторного поля X на много- 
образии М дифференциальной формы ©. 
Пусть g;— локальная однопараметрическая группа 
сдвигов вдоль векторного поля Х. Тогда, если т — произ- 
вольная точка на многообразии М, то по определению 


(£x(0))m = 8 (Фит) Шо 


где через Wg(m) мы обозначили сужение формы w в точку 


‘g:(m). Приведем здесь же полезную вычислительную 
формулу для производной Ли дифференциальной формы 


в степени г: 
£x (o) = ix (do) + 4 (Fx (0), 


где ix(w) (Ys,..., Yrs) =@(X, У,,..., 7,1). Символ ix (@) 
будет также обозначаться знаком _| внутреннего про- 
изведения: | 


ix(o) =X _Jo. 


Пусть теперь i: Г GDp—saarpanxeso многообразие 
H p — некоторая невырожденная мера на нем. 

Определение 2.5. Говорят, что гамильтониан Н 
и пара (Г, и) ассоциированы, если 


РН = 0, ину в = 0. (2.16) 


Прокомментируем теперь условия (2.16). Первое из 
условий (2.16) означает, что лагранжево многообразие 
должно лежать на поверхности нулевого уровня гамиль- 
тониана: 


H|,=0. 
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Из этого условия, как показано в предложении 2.1; сле- 
дует, что многообразие L инвариантно относительно га- 
мильтонова векторного поля У(Н) и, следовательно, 
имеет смысл дифференцирование меры на многообра- 
зии L вдоль поля У(Н). При этом второе из условий 
(2.16) означает, что мера постоянна вдоль поля У(Н). 

Перейдем к формулировке основной теоремы. Рас- 
смотрим лагранжево многообразие L с невырожденной 
мерой и на нем и гамильтониан Н, ассоциированный с 
парой (L,p), т. е. такую функцию Н, что ГН=0, 

vanp=0. Пусть Ё — канонический оператор на лаг- 
ранжевом многообразии Г. с мерой и. 

Теорема 2.3 (основная теорема). Если векторное 
поле У(Н) нигде не обращается в нуль, то для любой 


функции феЕСо (Г) выполнено сравнение 


H (x, p) k (9) = — (7 т rr А 
x Op; 


Доказательство основной теоремы будет приведено 
ниже. 

2. Формула коммутации 1/й -псевдодиф- 
ференциального оператора и быстро 
осциллирующей экспоненты. Рассмотрим га- 
мильтониан Н=Н(х,р) и фиксируем некоторое подмно- 
жество / индексов /c{n]= {1, 2,..., n}. 


Предложение 2.4 Для любых функций Ф (х, ре 
= С? ®'ФВ,), S(x’, р) = С” (В'ФВ:) выполнено срав- 
нение 


“7 < i 
Н (x, x! Ph p;) exp {se', pao, p>) = 


as . над 
=/H х,— 8,5, Py + th oH 9 OF 8 
op; ox 
1/95 PH , 05 ан 
2 \ д’ ax! дррбрг др; OP; „Гош 
eS oH aH 
+ 


ax! ap; ax! ap, 
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Доказательство. По определению имеем 
К pp} oe’, Pz) = 


== р Pe be we (x, рь в Fea 


x 
x! Pz | 27 axl Py axl “Py 


xexp{-S(x", py)ho(x", op) |} = 


Makati ft ie . 
ay ae ae 1 з` exp {—— <, pp} ax x 
2nh | ( Qnih ) \ A : 
a 


= [ею 2 py» 
Ro 
i 1 17 ‚ 
x ( [exp { {Ph x Харин (x »X, Ph Pz) X 
Ry 

i р i , ¢ , 4 ' 

xf exp {— 2x pd +.80 mp} oe, рак". (2.17) 
ri 

Интеграл (2.17) понимается как повторный и, по- 
скольку соответствующий кратный интеграл расходится, 
не допускает перестановки пределов интегрирования. Это 


неудобство мы преодолеем следующим образом. Рассмот- 
рим покрытие пространства 


7 
„В ФК 
с координатами (x’,p;) двумя окрестностями, первая из 


которых представляет собой открытый диск с центром в 
начале координат: 


Ur= (|x! P+ | pr? <M + 172}, (2.18) 


а вторая состоит из точек, координаты которых удовлет- 
воряют неравенству 


Uy ={M< |x"? + | р < 00}. (2.19) 


‚д FIZ—— F 


ee 
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Если теперь 

е. + е.==1 (2.20) 
— разбиение единицы, подчиненное покрытию (2.18) — 
(2.19), то, обозначая через H, и fT, функции Н,=Неь, 
Н, = Не», мы получим, что интеграл (2.17) разбивается на 
сумму двух интегралов 


КВ) = (В) -Ь (В, 
отвечающих разбиению (2.20). 
Оценим вначале интеграл /,(h). Имеем 
1 


I, (®) = mae SS exp {- Крь x!) — <x, pz i} dx! dp; x 
RI XR, 
x № ехр | [<7 ty — cx", pry + Sx", р; ] х 
R/XR; 


x Hy (к. x, pr pz) (x", pr) dx” арт. 


Найдем стационарную точку внутреннего интеграла. 
Фаза этого интеграла равна 


Кр ху — <", pp) +5 (x", р). 


Поэтому уравнения для стационарной точки имеют вид 


as (x"", pF) 
= st ЕАН 
ри и 
й (2.21) 
+ as (x! po 
x ( | 7) 0. 
др- 


Поскольку функция $ (х”, P;) гладкая, то существует 
такое число М, что 


| пах га,» „5 (и, РА « М, (2.22) 


где тах в (2.22) берется по всем точкам (х”, ру) © 
езиррф(х”, ру). Поэтому, если в выражении (2.19) 
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положить M=N-+1, то система (2.21) решения иметь He 
будет. Отсюда следует, что 


(В) =0 (mod h*). 
Сосредоточим теперь свое внимание на интеграле 
1 (№), в котором теперь уже можно менять пределы ин- 
тегрирования, поскольку интеграл фактически берется 


по конечной области и, следовательно, является собст- 
венным. Запишем его в виде 


I(t) = (==) (К ехр {- ix’, pe — pp Фр 


+50", р} Hae, x7, рь РИФ", 77) x 
x dx! dp, dx" dp;. (2.23) 


Применим к интегралу (2.23) формулу асимптотиче- 
ского разложения. Фаза интеграла (2.23) равна 


D(x", a Ph D3) = 
= <x", pp — pp + <pn x’ x") + S(x", р). 


Поэтому уравнения для стационарной точки имеют 


ВИД 
9$ (x!", р. 
oO = — prt ( = 7) = 0, 
д. axl’ 
(2.24) 
м as (x! ‚р. 
cad as x! + ( 7) = 0, 
op, дру, 
ЭФ , 
— = p;—p; =0, 
ax! - : 
(2.25) 
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Докажем, что система. (2.24) — (2.25) однозначно раз- 
решима относительно x”, рт, x’, p,. Действительно, изсиоте- 
мы (2.25) следует, что 


Pr= pp x =x! (2.26) 


и с учетом (2.26) мы получаем следующее решение си- 
стемы (2.24): 


9$ (1 
= —— (x, P7), 
р axl | 7) 


(2.27) 
= — (x, рр: 


i 
Проверим, что стационарная точка (2.26), (2.27) He- 
вырождена. Запишем матрицу 


9$ 9$ 
о РА, 4, pp, р) 
op; ox 


(2.28) 


В матрице (2.28) 1;, 17 обозначают единичные матри- 
цы размеров |1] и |Г| соответственно, и в незаполненных 
клетках матрицы стоят нули. Поскольку детерминант 
матрицы (2.28) равен —1, она: невырождена. Применяя 
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теперь формулу (1.11) асимптотического разложения 
интеграла, получаем 


+ Кг, Py; — P7)> + <Рь gt cage oe 


+S (x! ppl} Наб, x7 x, рь po (x", pi) x 


ry 


(2nh)* 


x dx! dp, dx" dp. = exp (5%. р) 
ее al 


oe OS OH _ 925 _ _д*Н 
ax! ax! Op; Op; др. др. 7 др; ax ax! 


т a = | + | (x’, pz) (mod #?). (2.29) 
дх др; ax! ap, ax! дрт 


Здесь значения функции $ и ее производных берутся 
в точке (x', p;), а значения функции Н и ee производ- 


ных — в точке (* ee =e. Pr). 


op, ax! 
Доказательство формулы (2.29) будет дано в гла- 
ве VI, предложение 2.1. Таким образом, предложение 2.4 
доказано. 
Пусть теперь А; — локальный канонический оператор. 
Тогда из предложения 2.4 следует, что справедливо срав- 
нение 


as 
H (x, p)kip= в (1 (= = pr) ai 


op,’ ax!’ 


ax? 9; = Py ax! ax! ax! Op, Op, 


OS, 1 oH _9 aS, = | _OH _ И 


= a oH д i PS, OH 
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Определение 2.6. Оператор умножения на 


функцию 
aS, aS, 
H(x', -—-,—.p; 
( Op" xt * . 

называется локальным оператором Гамильтона — Якоби 
в карте U,, 

Определение 2.7. Дифференциальный оператор 
1-го порядка 
Pl в dH д dH д “Al OS;  #H 


ox! др; др} ax! 2 
aS 92Н as OH OH 
д г т )+ т aa 
Ps Ps yl ддт Ax" дру; ax! ap, ax! др; 


называется локальным оператором переноса в карте U,. 
3. Доказательство теоремы 2.3. В этом 
пункте мы ‘будем считать выполненными предположения 
теоремы 2.3, не оговаривая этого специально. 
Предложение 2.5. Локальный оператор Гамиль- 
тона — Якоби равен нулю. 
Доказательство. По определению функция 
$:(х', pz) является решением уравнения 


481 =i" (prdx! — хард. 


Отсюда следует, что 


95 95 T 
—1 = i*p, oa ity 
ax! op; 
Таким образом, 
os 9$ 7 
Вы. р: | =H (х,, x! pn p7) =ЁН =0. 
др; ax! 


Предложение 2.5 доказано. 
Предложение 2.6. Локальный оператор перено- 
са Pj имеет вид 


dees _ 1 @H 
Pip = У) a др |® (2.30) 
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где 
эн _ дн 


ax dp ax’ ap, 
Доказательство. Согласно определению 2.7 
оператор #] равен 


1 OS, oH OS; ФН 
2 \ ax! ax! P,P; PF PF yt ayt 
OS, 


@H \ OH 
a oa | +o | (2.31) 
дх др; ax! дру ax! Op, 
Из формулы (2.31) следует, что оператор $1 может 
быть представлен в виде 
1 
F}(9) =— lv (Hi) — > V(Hi)In mle = 
1 OS; OH 951 92Н 
2\ дх!'дх’ Op, 9, 92:9 ayT gyt 
OS; @H eH 
р }* + 


—-— ————@, (2.32) 
Ox" др; ax! ap, ax! др; 


—2 


где 
OH @ Нд 
= 22 Et 
Op; ax! = Pay 
Преобразуем второе слагаемое в выражении (2.32), 
опираясь на следующую лемму, принадлежащую 
С. Л. Соболеву. 
Лемма 2.7 (Соболев). Пусть в п-мерном про- 


странстве В" с координатами a=(a',...,a") заданы 
векторное поле Х и мера ц, удовлетворяющая условию 
Lxp=0. 


Тогда для плотности GO меры и (относительно коорди- 
нат %) имеет место следующее равенство: 


—Хо=о div X. (2.33) 
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Доказательство. Пусть поле Х имеет в базисе 
д 


д п 
эт’... = координаты 1, ..., X", так что 
И. (2.34) 
da" 


Дифференцируя меру p вдоль поля (2.34), получим, что 
Lxp = X{_|dy + 4 (Хх). 


Поскольку du=0, то из последней формулы следует, что 
d(X_]p) =0. Тогда, используя явный вид формы 


Х = Хо 49 Л... Ла" — 
— Хз da) Л da? Л... Ла ..., 


получаем 
ах) = (x12 + a + X" 2) dat A ... Adar 4 
da! да” 
+9 (95+ — +) dat ... Adat = 0. (2.35) 
V3 (2.35) следует, что 


Xo=—o div X. 


Лемма Соболева доказана. 
Формуле (2.33) можно придать следующий вид: 


X (In o) =—div X. 


Применяя теперь emmy Соболева к векторному полю 


и плотности ри, получим 


‘ dH 7 
— V (A) ши! =div OE oo Ee — OH OH on 
др dx!) ax! ap, ax! орт ax! 


з 
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Производные от координатных функций многообра- 
зия U; по локальным координатам XxX’, рт мы можем за- 


менить на элементы матрицы гессиана функции S; со- 
гласно формуле 


dS; = й (pdx! — х арт). 


В результате получим 


ден ` PH OS 
—V(A) inp = И 
р Ox ax? ap, ax! др; 
ey 8S, OH вн as, 


Op, 9p, axtax! — aT др. axl ax! рт ORs 
OH aS, 
ax! Op; ax! др; 


(2.36) 


Подставляя теперь выражение (2.36) в (2.32) и при- 
меняя предложение 2.2 (формула (2.14)), мы получим 
формулу (2.30). Предложение 2.6 доказано. 

Таким образом, справедливо следующее утверждение. 

Предложение 2.8. Пусть пара (Г, в) accoyuupo- 
вана с гамильтонианом Н. Тогда для любой функции 


peCe (И,) справедливо сравнение 


2 = Tj] le OH 2 
Ake = ты УСН) 5 ap |? (moat). (2.37) 


Приступим теперь к доказательству основной Teope- 
мы (теорема 2.3). Пусть феСо (Г) и У, ¢:= 1 — раз- 
биение единицы, подчиненное каноническому покрытию 
{0}. Тогда в силу линейности оператора А мы имеем 


Ako = Hk >) ep = У Не. 

Далее, в силу предложения 2.8 
a 2 

>) Авер = —ih >) kris {Vv о 


1 @ 2 
а > e, (mod h’). 


| 
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Вычисляя теперь правую часть в выражении (2.37), по- 
лучаем 


—ihd ky (> ap} еф = 


= — ind bee, {V () — +z x bp 2 о Saw Veh 
(2.38) 


Вычисляя вторую группу слагаемых в сумме (2.38) и 
применяя предложение 1.2, мы получим, что 


—ih>) kV (H)e, = 0 (mod 1). 
Таким образом, мы получили, что 
^ 1 OH 
Like = —ihd ke, фу (H) — }o = 


2 pais 
1 @H 


Теорема 2.3 полностью доказана. 


ГЛАВАУ 


АСИМПТОТИКА ИНТЕГРАЛОВ 
БЫСТРО ОСЦИЛЛИРУЮЩИХ ФУНКЦИЙ 


В этой главе мы получим формулу асимптотического 
разложения по параметру A интеграла быстро осцилли- 
рующей функции. Эта формула является техническим 
средством при доказательстве теорем о коцикличности 
канонического оператора Маслова и его коммутации с 
быстро осциллирующей экспонентой. При этом чем с боль- 
шей точностью мы хотим построить теорию, тем больше 
членов надо уметь вычислять в формуле асимптотическо- 
го разложения интеграла. Так, в элементарной теории 
канонического оператора (гл. IV) нам было достаточно 
первых двух членов разложения. При построении общей 
теории (гл. УГ) необходимо уметь вычислять все члены. 

Традиционным в методе получения асимптотического 
разложения является метод стационарной фазы, идея 
которого состоит в том, что основной вклад в интеграл 
дает окрестность стационарной точки его фазы. Этот 
метод, удобный при теоретических рассмотрениях, ока- 
зывается, однако, мало пригодным в вычислительном 
отношении, т. е. при получении явных формул. 

С другой стороны, имеется альтернативный подход 
к построению асимптотического разложения быстро ос- 
циллирующей функции — так называемый метод осцил- 
лятора. Этот метод позволяет получить явные (рекур- 
рентные) формулы для коэффициентов разложения, хотя 
теоретическое обоснование его применимости (связанное 
с оценкой остаточного члена) несколько затруднительно. 
Здесь мы используем оба метода, проводя все теорети- 
ческие рассмотрения с точки зрения метода стационар- 
ной фазы, а формулы для коэффициентов разложения 
получаем методом осциллятора. 
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§ 5.1. Формула асимптотического разложения 
интеграла быстро осциллирующей функции 


Рассмотрим вещественнозначную гладкую функцию 
х(р) от переменных p= (рн, ..., Pn) +В, с компактным 
носителем и комплекснозначные функции ф(х, р), 
Ф(х, р) от переменных х= (х', ..., х") ЕЁ" и p= 
— (р.,..., Pn) ER», являющиеся аналитическими функ- 
ЦИЯМИ по переменным р. Потребуем, чтобы функция 
Ф(х, р) имела неотрицательную мнимую часть на носи- 
теле supp х функции х(р), т. е. ПаФ(х, р) >0 для pe] 
supp xy. Обозначим через Q множество таких точек 
ХЕ”, что найдется точка PER,, для которой выполнены 
соотношения 


Im Ф(х, р) =0, (1.1) 
grad, Ф(х, р) ==0. (1.2) 


Точка реК,, удовлетворяющая условиям (1.1) и (1.2), 
называется вещественной стационарной точкой функции 


Ф(х, р) при фиксированном значении хе. 


Потребуем, чтобы уравнение (1.2) имело единствен- 
ное решение р==р(х) на носителе функции х(р), а гес- 
сиан по переменным р функции D(x, р) в точке (xX, p(x)) 
был невырожден: 


det Незз» Ф (х, p(x)) 0. 


Обозначим через Ф(х, 6) аналитическое продолжение 
функции O(x, р), &=р-+ 1. Тогда в некоторой окрестно- 
сти множества Q существует решение &=&(х) системы 
уравнений *) — 


@, (x, 5(х)) =0, _ (3) 
де... ee ee 
Oy ={ RED, —_ ae 


Теорема 1.1. Если функции Ф(х, р), p(x, р), х(р) 
удовлетворяют ‘перечисленным выше условиям, то имеет 


*) Однозначная рр моет системы (1.3) будет доказана 
ниже, - : 
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место асимптотическое разложение интеграла 


(ox) fot (x, P)} (7) @ p)dp= 


п 


= exp{7O(, 9} 5 НУР (Ф, 9) (mod "^*"), (1.4) 


k=0 


где W,(®, $) — функции переменной x, зависящие от 
функций @(x, 5(х)), p(x, Е (х)) и производных этих функ- 
ций до порядков ON и М соответственно. 

В формуле (1.4), как и ранее, сравнение 


f(x, В) =0 (mod A”) 


означает, что для любого мультииндекса &= (di, ..-, On), 
|&| =0--...+ „= М, имеют место неравенства 


| pF (x, h)| = Ca(x) в" 


с некоторыми положительными гладкими функциями 
С.(х), убывающими Ha бесконечности быстрее любой 
степени *), зависящими от a и функции f (но не завися- 
щими OT A); 


je 
ox (Oxt) +... (дп) 


Доказательство. Прежде всего заметим, что 
левая часть (1.4) является линейным оператором, при- 
мененным к финитной функции х(р)ф(х, р). Следова- 
тельно, если это будет необходимо, мы будем считать, 
что носитель функции ф сколь угодно мал. Теперь дока- 
зательство будем вести индукцией по размерности про- 
странства R,. 

Базис индукции. Пусть п=1. Рассмотрим интеграл 


11(t, ) = =.) {exp (LO, 9 dp. (15) 
R 


1 
Уравнение для стационарной точки имеет вид 
Ф:(х, 9 =0. (1.6) 
*) То есть Са (х) =5 (В"), где S(R™) — пространство Л. Шварца. 


al 
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Уравнение (1.6) однозначно разрешимо в некоторой OK- 
рестности точки (хь р(х)), удовлетворяющей условию 
(1.2). Это утверждение следует из теоремы о неявной 
функции, поскольку 
— Dz (%, О-о = Фр (хь р (х)) =10 i‘ 
и 
—Ф,, (Xo, p(X») ) #0, 


а следовательно, в некоторой окрестности множества 


(%, р (%)) 

O;; (x, 5) 0. 
Более Toro, решение (x) уравнения (1.6) удовлетворяет 
условию C(x) =р(х) для хе. 


Рассмотрим теперь функцию Ф(х, 8). Справедливо 
следующее разложение: 


@(x, p) =O (x, F(x) + @— 86) (x, р). (1.7) 


Пусть 
E(x, р) = ©—6 (x) У F® «x, p). (1.8) 


Поскольку F°(x, р) в окрестности точки (X, р(*%)) от- 
лична от нуля, выражение (1.8) допускает выделение од- 
нозначной ветви *), и мы зафиксируем некоторый выбор 
ветви. Отметим, что в рассматриваемой окрестности 


4 (x, р) 
и. ==0. 


Рассмотрим теперь функцию 
i gy 
$ (x, р) = 9 (x, fe. 
Функцию p(x, р) можно представить в виде 
p(x, р) =9(x, 5(х)) + (р—5(х)) Р*(х, р). (1.9) 


Воспользовавшись равенством (1.8), мы можем пере- 
писать выражение (1.9) следующим образом: 


м Е i (x 2 p) 
p(x, р) = P(x, O(x)) Е. (1.10) 
V F® (x, р) 
*) Ha самом деле выражение (1.8) допускает выделение одно- 
значной ветви только локально. Мы, однако, всегда можем считать 
носитель SUPP ф функции Ф достаточно малым. 
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Е® (x, р) 


- можно‘ снова применить раз- 
РФ, р) 


ложение по формуле (1.10). Повторяя разложение М раз, 
мы получим следующее разложение: 


__К функции. 


ф(* p) = 3 tbe (x) LEAs р). (1.11) 


ka=0 


Подставляя теперь разложения (1.7), (1.11) с уе 
том (1.8) в интеграл (1.5), получим, очевидно *), 


I (st) =(5) [6.569] i exp [беру 


{5 ‘pe (x) E | ОБ 0) (mod ne) 


k==0 


Здесь ¥(x, р) — функция с носителем в некоторой окрест- 
ности множества (xX, р(х)), хе. 
Рассмотрим выражение 


(sa) sere +0) ) ex 7-8 р} ву 


(1.12) 


Этот интеграл можно рассматривать как интеграл по 
контуру у(х) в комплексной плоскости С. (с координа- 
той Е), уравнение которого есть Ё= & (x, р). Напомним, 
что Ф(х, р) = (х, р) +O(x, 5(х)). 

Попробуем отыскать область изменения параметра Ё 
так, чтобы в этой области оставалось справедливым не- 
равенство i 3 Sy 
Im (x, р) >0. 


*) Поскольку фаза Ф(х, р) не имеет стационарных точек на но- 
сителе функции [1—(х, p)] p(x, р), то, интегрируя по частям, мы 
получим, что 


 ар[ коб, в} перо, О (emod A). 
в, | es ed 


ЕЕ a РИ ЕЕ ЕЕ ee ee 
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Более точно, мы покажем, что поскольку Хх (х, р) =0 вне 
достаточно малой окрестности точки Ё=0, то мы можем 
продолжить контур p(x) таким образом, чтобы 

1) вне достаточно малой окрестности точки &= =0 он 
совпадал с вещественной прямой; 

2) на этом контуре 


Im[§?+O(x, 5(х))]>0; (1.13) 


3) контур y(X) непрерывно зависел от х. 

Покажем возможность такого выбора. Начнем с ус- 
ловия 2). Пусть О, — область в комплексной плоскости 
&=-&»ь в которой выполнено условие (1.13). Имеем 


Im [2 +- D(x, (x) = 26, & + пФ (х, 6 (х)). 


Ниже мы покажем (лемма 1.2), что существует та- 
кая постоянная C>>0, что справедливо неравенство 


Im ® (x, 6 (x) > су {Im 6; (х)}?. (1.14) 


1=0 


Поэтому область в комплексной плоскости (Ё,, &»), в ко- 
торой выполняется неравенство (1.13), ограничена ги- 
перболой | 
‘Im Ф (x 
BE = — a 5) 


с неположительной константой в правой части. При 
ХЕ область, в которой выполняется неравенство (1.13), 
есть область ЕЕ С|Е:Ё, >0, т. е. 1-й и 3-й квадранты. 
Поэтому контур y(x) лежит в области И. и может быть 
продолжен однозначно с точностью до гомотопии. Оче- 
видно, выбор контуров y(x) при x=GQ может быть про- 
изведен таким образом, чтобы. функция у(х) непрерыв- 
но зависела от X. a 

Замечая теперь, что с точностью до О(й®”) функцию 
Х(х, р) в интеграле (1.12) можно заменить единицей, и 
опуская контур y(x) на вещественную ось (что возмож- 
но в силу аналитичности подынтегрального выражения 
в области U,), получим, что интеграл (1.12) равен 


const exp fe Ф g (9) . 
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Рассмотрим тенерь выражение 


(2) ‘= [96.50 }Sew (ев) 


x 8! (x, р) (х, p)d&(x, p). (1.15) 


Интегрированием по частям интеграл (1.15) приводит- 
ся по модулю O(h~) к интегралу (1.12), умноженному 


р. : 
Hah ь ] носле чего применяется описанная выше проце- 
дура. Оценка остаточного члена производится также ин- 
тегрированием по частям с учетом неравенства (1.14). 
Итак, мы доказали следующую формулу: 


N 
I(x, => НФ, al Hexp -Ф (x, & (2) (mod (t"")). 


k=0 
(1.16) 


Для n=1 теорема доказана. 

Пусть теперь формула (1.4) справедлива для про- 
странства п—1 измерения. Докажем ee для пространства 
п измерений. Будем рассматривать интеграл Г,(х, h) в 
окрестности точки Хе: 


i n/2 Фей 
5 = (5%) |7 обр ап 
В 


tt 


Мы утверждаем, что невырожденным вещественным 
линейным преобразованием пространства R, можно до- 
биться того, чтобы какой-либо из диагональных элемен- 


тов матрицы 
Hessp Ф (хо, p(X) ) 


стал отличен от нуля. 
Без ограничения общности можно считать, что 


FO (Ho р (хо) #0. (1.18) 
Op; 
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Вновь обозначая переменные интегрирования через р, 
запишем интеграл (1.17) в виде 


‚ \n-1/2 ; \2 
по fa Gy 


nel 
х [ exp{ («Py P)}0 (6 рь р) dp. (1.19) 
Ri 
Здесь р’== (Pr, ..., р»), так что P= (Py, р’). 
Проверим условия теоремы 1.1 для внутреннего ин- 
теграла 


с)“ ехр es © (х, Pr» р} Ф (x, Рь р’) apy. 


В этом интеграле переменные (x, р’) являются парамет- 
рами, множество © = {(х, р’(х)) : хЕО}. Носитель функ- 
ции (x, ра, р’) HO переменным р, компактен, а 
Im O(x, pi, р’) >0 на носителе функции ф(х, pi, р’) по 
переменной р!. Поскольку уравнение (1.2) имеет един- 
ственное решение p==p(x) на носителе функции ф(х, р), 
то уравнение 
Фр (x, Pay р’) =0, xEQ, 
имеет единственное решение 
Р:== р (х, р’ (х)), 


а условие (1.18) означает невырожденность гессиана 
функции Ф(х, pi, р’) по переменной р!. Обозначим через 


C=£(x, р’) 
Ф., (х, р’, &) =0. (1.20) 


Тогда, применяя формулу (1.16) к внутреннему интегра- 
лу, получим 


A)" \ ехр {5 @ (x, Pp р) Ф(х, рь р’) dp, = 
Ri 


решение уравнения 


27 


4 N 
= exp{ Фр, ))} S) НИР, 91 (mod A) 
k=0 
Обозначим 
Ф, (х, р’) =Ф(х, р’, 5: (х, p’)). (1.21) 


7 Мищенко и др. 
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Интеграл (1.19) представляется теперь в виде 


N 

afd (n—1)/2 i 

по, = ra | —Ф ‚ ; 

[в (х, В) > "(= с 1 (Xx, р} 
Ее 


x И [Ф, <] dp’ (mod В+"). (1.22) 


Проверим выполнение условий теоремы 1.1 для инте- 
грала (1.22). Здесь параметрические переменные (XxX) и 
множество © совпадают с переменными (х) и множест- 
вом @, введенным в теореме 1.1. Условие на носитель 
функции типа ф(х, р’) выполнено очевидным образом. 
Условие на мнимую часть фазы Ф,(х, р’) вытекает из 
приведенной ниже леммы 1.2. Остается показать, что си- 
стема уравнений 


0. F 
Ge i=2,..., И, 
имеет единственное решение при хеЕЕФ. 


В самом деле, если хе, то &,(х, р’(х)) = рн (х). 
Далее, 


0Ф 9Ф , 0Ф ’ д 
2m = 2 (x, 0) + Zw p (x) =0 (1.23) 
р; p'=p'(x) i [9 р; 
для всех i=2,..., п, поскольку второе слагаемое в (1.23) 


равно нулю в силу (1.20), а первое — по условию теоре- 
мы 1.1. 
Проверим выполнение неравенства 


det Hessp-D, (Xp, р’ (%)) ==0 хе Q. 
Для этого рассмотрим определитель *) 


92Ф eo Oo 
Op? 991 Op, "Op; Op, 
9Ф aD Cit) 
det Hessp® =| 2 apt дд, (1.24) 
20 at) ao | 
др, др: Pn OP, `` др 


*) Все функции в следующих ниже определителях вычисляются 
в точке (Xo, P(Xo)). 
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С определителем (1.24) мы произведем следующие пре- 
образования, очевидно, его не меняющие. Умножим по- 
следовательно первый столбец определителя (1.24) на 
a1 


ap,’ 1=2,..., пи результат прибавим к i-my столбцу 
i 
(i=2,..., п). В результате получим определитель 
FD FD ‚д OD 9Ф , % GO 
ap? 9P10p2 бр ap? `` др, Py Sp? 
FO 9D, Ot, д PD | 9 0 
Op29p. др др» др! др» др: др» — дрь’др» др |. (1.25) 
mmo FD |0 д PO | ot, FD 
др др: Pq 9P2 дрь GP, AP. д OP, Py, др 


Далее, дифференцируя тождество (1.20), мы получаем 
в точке р’=р’(х) 


FO. OO 4% = 1, (1.26) 
др; др, др? 9P; 


Таким образом, с учетом (1.26) определитель (1.25) 
преобразовывается К виду 


Г 
oe. 0 ane 0 
op} 
9Ф BF д: FO aD 9, _дФ 
др» др: др др» Op: дру др» др, — др» Op, OP. | = 
eo дФ 9: 8D aD 1 3 
Op, 9P1 9P, 9P2 др» OP, дру dp? OP, Py OPr 
aD д, FD д:Ф д: Fo 
ao др? др» др» др: др» др, Эри др» др, и от 
ap? a ‘ гы = Ни ре : > се | 


др Ops др» др, др: др др, Op, др 


q* 
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- Преобразуем элементы определителя (1.27), исполь- 
зуя и функции (1.21). Получим 


ЭФ! _ 9 U и = 
“в др, (D (x, p’, £1 (x, р’))] | 


_ 9Фь ! , OD, , , 9: 
се др; (x, р, [4 (x, р )) + at, (x, р, Cy (x, р )) др; . (1.28) 


Поскольку (x, р’) — стационарная точка функции 


Ф, (х, р’, 5) (см. (1.20)), то второе. слагаемое (1.28) рав- 


но нулю и, следовательно, 


00; hi) , , 
SS м x; . 
SO, p's ba Gs) 


Op; 
Далее, 
OD = 
op; др; р’==р’(х) 
= Sap OH PEED + эр"). (1.29) 


неа (1.29), мы получаем, что определитель (1.27), 
равный det Hess,@ (x, р (х)), представляется в любой точ- 
ке %ЕФ в виде 
det Hess, ® (x9, р = = 
en 


= (Xo, р (№) det Hessp- Ф, (Xo р (%)) 


Tenepb из условия ве р(х)) 520 теоремы 1.1 
непосредственно вытекает, что 


det Hessp, Ф, (xp, р (хо) == 0. 


Итак, все условия теоремы 1.1 выполнены, и мы 
вправе применить индуктивное предположение. Имеем 


: ee io у, Ф 40’ = 
ie) \ хр |; 67) ь [Ф, ФГ dp’ =ехр x 


nol 


x {ls Е У hn’ WE (©, УФ, ef] (год), (1.30) 


kid 


катания 
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где 0/(x) — pee системы уравнений 


Fy Mile C=O. f= 2, cy П 


С другой стороны, Ф, (х, &) =Ф(х, ag 5, (х, &)). 
Пусть &=6(х) — решение системы (1.6). Тогда 


= Ре C)=0, i= %..., 0, 
t 
Zoer ose w=o 

HP HE WH, GON = 0, НЙ, 


Из единственности решения системы (1.6) следует, что 
$ =, Ea (x) = Si (x, 0) (1.31) 
и поэтому 
Фи =Ф 8,60) = ® (x, 809). 
Подставляя а. (1 ей в (1.22), получим 


1, (х, 1) не (xf 9] у у Ф, УФ, ФП= 


Ве ’=20 


Ем $ 9, УР, of (вод. 


1550 К’ 
Обозначая 
УФ, = SY WEY, WP, Ф, on, 
74+ = 


получим, снова заменяя 2(х) Ha 5(х), 


(В = exp {> O(x,0 ep} ВН” (, $1 (mod +. 


= 


Лемма 1.2. Справедливо неравенство 


пФ (x, SN) DCS Ш. 
kul 


198 ИНТЕГРАЛЫ БЫСТРО ОСЦИЛЛИРУЮЩИХ ФУНКЦИЙ ГЛ. У 


Доказательство. Допустим сначала, что сущест- 
вуют такие функции 


0, (х, р), ij, Re Qu(x, р) #0, 
что для функций 
& (*, р) = ы (ру — 51 (x)) Que (x, p) (1.32) 
neice ite 
Фи = (x, Е) + ( 5 НЕ в). (1.33) 


В этом случае существуют вещественнозначные функции 


p= р (x), 
удовлетворяющие системе уравнений 
Re & (x, р (x)) = 0. (1.34) 


В самом деле, если хеО, то, положив f(x) =C(x) = 
=Кеб(х), мы получим, что E, (x, B(x)) =0. Далее, в точ- 
ках (х, р(х)) матрица Якоби системы (1.34) отлична от 
нуля, значит, решение (1.34) существует и единственно 
в окрестности множества Q. Подставляя значение p= 
= p(x) в (1.33), получаем 

D(x, p(x)) = Ф(х, 6(х)) + Е (Im Ee (x, р (x)))?, 


T. е. 


Im (x, 569) = Im (x, B(x) — J} (ibe, 269). (1.35) 


k=1 
Обозначим через E(x, р) столбец из функций &(х, р), 
через Q(x, р) — матрицу из функций О.(х, р). Тогда 
det Re Q(x, р) 0. Следовательно, 
ImE(x, p(x) = — Im(E(x))Re Q(x, p(#)) = 

— ImE(x)IMQ(x, p(x) (ReQ(x, Px о 
x Im Q(x, p(x)) =—Im 5 (x) ReQ+ImQ (Веб) 10) (x, р (x). 


seer вос linea © 


, 
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Поскольку матрица Q треугольная, то 
det (Re 9-+-1п 9 (Ве Q) ‘Im О) 0. 


Следовательно, существует такая константа С>0, что 
Я [lm & (x, p(x) P > CDS [Im & (x) (1.36) 


Подставив в (1.35) условие Im@(x, р) >0, (1.31) и 
(1.36), получаем утверждение леммы 1.2. 

Таким образом, осталось только найти функции 
Qu(x, р). Заметим, что функции Q,,(x, р) достаточно 
определить только в окрестности множества точек вида 
xEQ, р=р(х). Для построения матрицы Q=||Qy(x, р)| 
применим последовательно к переменным (рь, р», ..., Pn) 
формулу разложения (1.7). Тогда | 


D (x, р) = D(x, 5(х)) + У (и — & (*)) (Pe — Se (x) Fes (% р). 
kl 


Поскольку det Hessp® (x, p(x)) 5-0, To detllFs,.(x, р) |==0 
в окрестности множества Q. Тогда функции (1.32) ищем 
рекуррентным процессом при приведении квадратичной 
формы 


У (Pt — Ex (%)) (Pe — Se (x) Еы (х, р) 
hl 


к диагональному виду. Заметим теперь, что матрица Q — 
невырожденная треугольная матрица. Далее, из (1.33) 
при хе имеем 


PD = 55, Oe 
PaO ol eta 3p, (x, р). (1.37) 


Пусть вектор A= {A,} с вещественными координатами 
таков, что 


Im 


OR 
Ум м (x, р) = 0. (1.38) 


Поскольку матрица {|Qull невырождена, то 


Эа, 
Зы, Ро. (1.39) 
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Тогда из (1.37), (1.38) и (1.39) получаем, что 


Im Ф дитё, О 
А, =—2 SA м——<0, 
У мм р, У № д ap, < 


что противоречит условию Im M(x, р) 0. Следователь- 
но, матрица 
dReE, 


др, 


невырождена, что эквивалентно условию 
det|[ReQull 0, 


Re Qu(x, р) #0. 


Замечание. Ha самом деле мы доказали более 
сильное неравенство. Именно из (1.35) следует, что 


Im (x, 5) > Im (x, BY) + СУ (Imo (=F, 
k=1 


ИЛИ 


где р(х) — решение уравнения (1.34), вычисленное с по- 
мощью равенства (1.32): 


p(x) = Веё(х) — Вед т О п 5 (x). 


5 5.2. Метод осциллятора для асимптотического 
разложения интеграла 


1. Основная идея. В этом и двух следующих па- 
раграфах будет изложен метод вычисления членов асимп- 
тотического разложения интеграла: 


I(x, у, В) = 


= (==) Vexp {-- (— <x, > + Oy, 5) X(v) p(y, ) do (2.1) 
Rn 


при следующих предположениях (ср. § 5.1): 

i) функции Ф(у, v) и ф(у, 9) — комплекснозначные 
аналитические функции вещественных переменных 9= 
= (0:, ..., Un) ЕВ,; параметры x, у суть точки арифмети- 
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ческих евклидовых пространств хе=В,, уе”; функция 
х(5) —гладкая функция, имеющая компактный носи- 
тель; (x, 9) =; 

ii) функция Ф(у, 9) имеет неотрицательную мнимую 
часть: . 


Im @(y, 9) >0. (2.2) 


Обозначим через © множество точек (у, x) ЕВ" ХВ), 
которое определяется следующим образом. 

Определение 2.1. Точка (x, у) EQ, если сущест- 
вует такая точка VER,, что 


1) Im Ф (9, v) =0; (2.3) 
2) — xi + 0% (у,0)=0. (2.4) 
Ov; 


При этом точка v, удовлетворяющая (2.3) и (2.4) на- 
зывается вещественной стационарной точкой, э=о(х, и). 

11) Решение уравнения (2.4) единственно на носите- 
ле функции х (0). 

iv) Гессиан функции Ф(у, 5) в точках v(x, у) невы- 
рожден: | 


det Незз,Ф (у, v(x, y)) 0. 


Для удобства вычислений мы включим интеграл (2.1) 
в однопараметрическое семейство интегралов 


1 


; 
= Их — 
(x, у, h, A) ттт ria |x| 


—2x,0>4+ сов] ехр ie O(y, a} Х (v) p(y, 5) 4, 
(2.5) 


параметризованное *) точками комплексной плоскости С 
и вычислим коэффициенты асимптотического разложения 
интеграла (2.5). Обозначим через |х|? скалярный квад- 
рат вектора х в евклидовом пространстве В”: 


|x]? =<x, x> 


*) В дальнейшем область изменения параметра #=С будет 
уточнена. 
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и аналогично через |о|?— скалярный квадрат вектора о 
в евклидовом пространстве R,: 


[02 =<, о. 


Сделаем, прежде всего, два важных замечания. 
Замечания. а) В точке #=л/2 имеет место следую- 
щее равенство: 


И («. у, В, +) = I(x, y,h). (2.6) 


6) Как показывает прямой подсчет, интеграл (2.5) 
является решением следующей задачи Коши для уравне- 
ния Шредингера: 


ih Y= — ВА, +x), (2.7) 
$1. = р [-- Ole XA) OCH 9. (2.8) 


Поэтому для вычисления коэффициентов асимптотиче- 
ского разложения интеграла (2.1) мы поступим следую- 
щим образом. 

1) Используя метод стационарной фазы, развитый в 
$ 5.1, напишем с неопределенными коэффициентами раз- 
ложение интеграла (2.5) по степеням Й. 

2) Подставим полученное разложение в уравнение 
(2.7) и начальные условия (2.8). В результате получим 
некоторое асимптотическое разложение, коэффициенты 
которого суть результаты применения явно выписывае- 
мых дифференциальных операторов к неопределенным 
коэффициентам, о которых шла речь в 1). 

3) Используя уравнение (2.7) и начальные условия 
(2.8), мы покажем, что коэффициенты полученного в 2) 
разложения должны быть равны нулю. Это доставляет 
нам систему дифференциальных уравнений типа Гамиль- 
тона — Якоби и переноса, решая которую, мы получим 
искомые коэффициенты. 

в) Для нахождения коэффициентов с помощью реше- 
ния дифференциальных уравнений, о которых говорилось 
в 3), необходимо найти область изменения параметра $, 
в которой точки ¢==0 и #=л/2 могут быть связаны путем, 
целиком состоящим из точек, в которых применим метод 
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стационарной фазы (см. $ 5.1). К сожалению, отрезок 
вещественной оси & 


O<i<n/2, Imt=0 (2.9) 


(вообще говоря), не удовлетворяет этому условию: в He- 
которых точках отрезка (2.9) стационарная точка фазы 
интеграла (2.5) вырождается. Поиски других путей, со- 
единяющих точки #=0 и {=л/2, приводят к расширению 
области изменения параметра # до некоторой области 
плоскости комплексного переменного и разложения ин- 
теграла (2.5) в области комплексного переменного ft. 
Однако степенная оценка остаточного члена в этой ситуа- 
ции уже бессмысленна, поскольку в области Imi<0 
каждый из членов асимптотического разложения, как 
легко усмотреть, убывает экспоненциально при #-0. По- 
этому естественно попытаться выделить в подынтеграль- 
ном выражении убывающую экспоненту и применить 
метод стационарной фазы уже к оставшейся быстро ос- 
циллирующей функции. 

Приступим к выполнению изложенной программы. 

2. Обоснование возможности примене- 
ния метода стационарной фазы. Прежде всего 
найдем область в комплексной #{-плоскости, где фаза ин- 
теграла (2.5) неотрицательна, т. е. 


де + oe, 720. 040 
sint 


Поскольку Im @(v, у) 0, то фаза интеграла (2.5) не- 
отрицательна, в частности, в точках {=С, удовлетворяю- 
щих неравенству 


пе 0. 
2siné 


Найдем эти точки. Имеем, если t=1,-+ it, 
Im | x 2 cos # — 2 <x, v> Flares _ 
2sint 
_ — зв (|x 2 ch tp — 2 <x, 0> cos ty + | о |? ch ta) (2 11) 
2 [sin? t, ch? ty -+ cos? ¢, sh? tg] oa 


Очевидно, что для неотрицательности функции (2.11) до- 
статочно, чтобы « 
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а) sht,.<0; (2.12) 
6) каждая из квадратичных форм *) 
ch Ь (01 — 2x'v; cost, + сВЬ (4), i=1,..., м, (2.13) 


была неотрицательно определена. 
Условие 6) в свою очередь следует из двух неравенств: 


6') ‚480; (2.14) 


6") ch? f, — cos? fy > 0. (2.15): 


Нетрудно проверить, что неравенства (2.12), (2.14) и 
(2.15) выполняются в области 


Imt<o. (2.16) 


Преобразуем теперь в области (2.16) интеграл (2.5) 
следующим образом. Найдем экстремум (по 9) функции 
Im cost |x |? — 2 <x, о> + со | uv |? (2.17) 

| 25тЕ | у : 


В силу формул (2.11) экстремум (2.17) достигается 
в точке 


= __ хоз 
и равен 
F*(x, f) = ——stfa La P Leh? fa-+ cost] 


2ch te [3112 ty ch? to+ cos? ¢, sh? to] . 


Очевидно, (2.18) — точка минимума. Преобразуем теперь 
интеграл (2.5) к виду 


ехр {- -- Р* (x, 5} 
x, y,h, В = ——\ерх 
У (2nih sin 4)" ) р 


Hea cos 2s Ooo [Ost pps 
a в | 2sint iF (x, f) + D(y, о) x 
x X(v) ф(о, и) 49. (2.19) 


*) В (2.13) суммирование по «‹повторяющимся» индексам не 
предполагается. 
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Покажем возможность применения метода стационар- 
ной фазы (см. $ 5.1) к интегралу (2.19). Отметим пре- 
жде всего, что мнимая часть фазы 


® (x, y,v, t) = $ 


= ва в Eye t cost — iF*(x,t)+@(y,v) (2.20) 
$1 


интеграла (2.19) неотрицательна: 
Im ® (х, у, v, t) > 0 


в силу (2.10) и поскольку функция F(x, #) является ми- 
нимумом фазы (2.17). Сделаем еще одно замечание об 
уравнении для стационарной точки фазы (2.20). Это урав- 
нение имеет вид 


= dyjetgt + te (2.21) 


sin? 


Заметим прежде всего, что если решение v=v(x, у, ¢) 
системы (2.21) существует, то в силу ограниченности 
функций 
дФ (и, 0 pies: 
и, i=l, ..., Л, 
i 


на отрезке [0, 1/2] 


9Ф (у, v) : ‚ 
ecw <C;, isl,...,a, 


i 


существует конечный предел 
lim ОИ. 7=1,..., И. 
1—0 sint 
Другими словами, при [0 
— 689, (х, В y) 0, 1=1,..., 2. (2.22) 
В частности, 


lim 80; (x, tyy=x, 1=1,..., 1, (2.23) 
t-+0 


<“ 
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и мы будем искать решение системы (2.21) именно в 
классе функций, удовлетворяющих условию (2.23). Для 
отыскания функции v=v(x, ft, у) поступим следующим 
образом. Умножим обе части системы (2.21) на sin Е. По- 
лучим систему | 


be do; cost + PY sin, =1,..., п. (2.24) 


м 


Заметим теперь, что любое решение системы (2.24) в 
окрестности 0<[¢|<<5 автоматически удовлетворяет ус-- 
ловиям (2.22). С другой стороны, в области 6=< |#| <л/2 
система (2.24) эквивалентна системе (2.21), так что ре- 
шения систем (2.24) и (2.21) будут совпадать. 

Теперь вычислим множество @:. Множество Q; и, сле- 
довательно, стационарные точки фазы (2.4) могут быть 
получены с помощью следующей процедуры. Рассмотрим 
некоторую точку (хо, И) Е@;‚„». Тогда согласно определе- 
нию множества © существует такая точка Uo, что 


Im® (у, 5) = 0, (у, U)= x, 1=1,..., п. (2.25) 
i 


Рассмотрим систему Гамильтона для гармонического 
осциллятора 


i = 0p, 
Di = — в, (2.26) 
=], ..., И, 
с начальными данными 
x! (Up, у, 0) = р, (2.27) 
Pj os и, 0) = ress ; (2.28) 


=a (a М 
Отметим, что начальные данные (2.28) вещественные. 
Предложение 2.1. Если 
x! = x! (uy, 0), 
Pi = ри, 1), 
i=l, ...,4, 
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— траектории системы (2.26) с начальными данными 
(2.27), (2.28), то 


X(Vo, у, t) EQ; (2.29) 


(при этом стационарная точка есть U,). Более того, если 
Uo пробегает все стационарные точки для всех значений 
(Xo, у) ЕО;‚,„„, то множество (2.29) исчерпывает все мно- 
жество Q,. 

Доказательство. Покажем справедливость вклю- 
чения (2.29). Из (2.26), (2.27) и (2.28) имеем 


(a, у = M04, cost + РИ 9 (00 9) sin t, =... 8. 


of 


(2.30) 


С другой стороны, прямое дифференцирование по пе- 
ременным и фазы (2.4) показывает, что уравнение для 
стационарных точек имеет вид (2.21) или с учетом по- 
следнего замечания — вид (2.24). Поскольку выражения 
(2.24) и (2.30) совпадают, то выполнено условие 2) опре- 
деления 2.1 для фазы (2.20). Проверим выполнение усло- 
вия |) определения 2.1. Мы покажем, что стационарная 
точка Voy, удовлетворяющая уравнению (2.30), является 
также решением уравнения 
al aT: o> + |012 cost - а 
00, 2sint 

(2.31) 


T. е. является экстремальной (минимальной) точкой функ- 
ции (2.17) и, следовательно, совпадает с точкой (2.18). 
Отсюда будет следовать, что 


Im [2 Pc0s? 2 <, o> +] 0 |? cost = F*(x,t) 
2sint =v, : 
и вместе с (2.25) мы получим, что 
Ф(у, | 9, х) [n= 0, 


т. е. выполнено из условия 1) определения 2.1. 
Покажем теперь, что точка U является решением урав- 
нения (2.31). Пусть о при данном хе®,— стационарная 
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точка. Тогда 


ев ое ime 4 Ф(, |= 0. 


9%, 2sint 
Поскольку Im Ф (9, у) >0, To 
РЯ 0, 11... м, 
до 


i 
и, следовательно, 


о еее] =o. i 
о; 2sint 
Последнее уравнение совпадает с уравнением (2.31). 
Таким образом, решение уравнения (2.30) действи- 
тельно удовлетворяет уравнению (2.31). Используя реше- 
ние (2.18) уравнения (2.31), неявное выражение для ста- 
ционарной точки фазы (2.20) можно представить в сле- 
дующем виде: 


rf + 
V(x (Y, 0,9, #) a OD 08h (2.32) 
cht, 
Докажем теперь вторую часть утверждения предло- 
жения 2.1. Пусть (x, и) =Q,. Согласно определению 2.1 
это означает, что существует такая точка Vp, что 


1) Im® (v,, t, x, и) = 0; (2.33) 
2) 5 (Uys t, X, y) = 0. (2.34) 


Из (2.33) следует, в частности, что 
Im Ф(у, 0.) =0. 
Выражение (2.34) более подробно записывается в виде 
OD (в, и) 
до: 


ot 


x, = би; cost + sint. 


Обозначив 


i ij 
x) —8&'u, cost 
xy = Re 4 
sint 
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имеем 
x = ЭФ (и, U9) й 
of 
Следовательно, (x1, у) +@,. Предложение 2.1 доказано 
полностью. 

Покажем теперь, что стационарные точки (2.32) фазы 
(2.20) невырождены. Мы показали, что у фазы (2.20) 
имеется такое множество @,52 Я, что для всякого хеЕФ, 
существует вещественная стационарная точка 9 при всех 
t, Im¢t<0. Докажем, что в области Imt<0, исключая, 
быть может, некоторое конечное множество точек *) на 


интервале 
0<Ret<n/2, тЕ=0, (2.35) 
якобиан равен 
J(t,0, 9) = det] eta Фа 


59 +0. (2.36) 


Действительно, уравнение (2.36) можно считать веко- 
вым (характеристическим) для матрицы 


92% (y, 5) 
| ae | | (2.37) 


Пусть в: (у, о) — собственные значения матрицы (2.37). 
Тогда нужное утверждение будет доказано, если мы по- 
кажем, что уравнение 


ctg = — (о, у) (2.38) 


(относительно параметра #) имеет в области п {=<0 не 
более чем конечное число корней на интервале (2.35). 
Для доказательства этого утверждения заметим, что 
собственные числа матрицы гессиана функции D(v, и), 
удовлетворяющей условию (2.2), расположены в верхней 
полуплоскости (включая вещественную ось): 


Im Uy (2, у) =0 
и, следовательно**), 
sgn{—Im ру (о, y)J=—1. 


*) В действительности, как будет видно, это множество состоит 
не более чем из п точек. 
*) Мы считаем, что sgn х=1, x0, и sgn х==—1, x<0, 
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С другой стороны, полагая #=# + й,, получим 
t= Sih ch? op Teese | 
sen Im ctg sen [im sin ¢, ch ty + i cos t, sh ty = 
= sgn (cost, сВЬ —i sin ¢, sh 4) (яп ch 4, —icos#, sh Ь) = 
= sgn[— shé, ch4] = 
в области &<0. Таким образом, решения уравнения 
(2.38) в области #, < 0 не существует. На интервале (2.35) 
мы имеем следующее уравнение: 
ctgt=—p,(v, у), Imt=0. (2.39) 


Пусть р, вещественно (в противном случае уравнение 
(2.39) решений не имеет). Тогда уравнение (2.39) имеет 
на интервале (2.35) ровно одно решение 


== —агсё и, (ч, у). 


Поскольку i=1,..., п, то всегда на интервале (2.35) бу- 
дет не более чем п точек Ё,..., & — нулей якобиана 
(2.36). 


Обозначим через Г множество точек {=С, удовлетво- 
ряющих следующим условиям: 


1) Imt<0; 
2) tet, i=l,..., n. 


Выше мы показали, что для =Г выполнены все усло- 
вия Теоремы 1.1 и, следовательно, в области Г мы можем 
написать следующую формулу асимптотического разло- 
жения интеграла: 


Уи = в , yet 
— x |2 с08#— 2 <x, vd о [2 с0$ 
(2stih sin t)"/? А *P {+ | р: 
— iF*(x, ) + Oy, alt (0) @ (в, y)do. 


Именно, согласно теореме 1.1 существуют такие функции 


(Ву), (хи), Е=Ь..., М, 


И pss. 
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что 
p(x, 4h, и) = 
= exp {— S* (x, t, и} о tpn (x, t, y) (mod В+), ^ 
Рассмотрим теперь уравнение 
2'=d!lw; cost | OOM sint, i=1,..., м (2.40) 
где | 
zi == ИИ, w=otir, ]=Ъ..., П. 


Из изложенного выше следует, что существует единствен- 
ное решение 


Шу = и; (г, у, 1, |=... п, 


уравнений (2.40) для комплексных точек 2, лежащих в 
некоторой (комплексной) окрестности множества ©.. 


$ 5.3. Вычисление членов асимптотического 
разложения 


Введем следующие определения. 
Определение 3.1. Действием $ мы будем назы- 
вать аналитическую в Г функцию 


$ (2, В у, 0(х, 4, 9) = 
{Фу ее 2—2 0+ 


+ cost] w(t, 2, им . (3.1) 


Определение 3.2. Якобианом J мы будем назы- 
вать аналитическую в Г функцию 


= ij +, бФ (y, w(t, 2, ¥)) 
I(t, y, w(t, z, y)) = det| a ae ve | 


(3.2) 


< 
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Определение 3.3. Определим аргумент Arg J яко- 
биана J как однозначную функцию с помощью следую- 
щих свойств: 


1) Arg Г(0, у, v(x, 0, у) ) =0; (3.3) 

2) Arg J(t, y, v(x, to, y)) для любой точки кЕЕГ равен 
приращению 

Var Arg J (3.4) 
t27[0,t0] 

непрерывной функции Arg] вдоль любого пути 0, to), 
соединяющего точки 1=0 ut=t, и лежащего в Г. 

Замечания. а) Поскольку якобиан (3.2) не обра- 
щается в нуль в Г, а Г — односвязная область, то опреде- 
ление (3.3) корректно, т. е. Arg J(x, &, y) не зависит от 
пути М0, &|, соединяющего точки #=0 и f= 

6) В области Г корректно определена аналитическая 
функция 


ую (5 у). (3.5) 
определим теперь аналитические в Г функции g,(w, {), 
k=0,..., М, следующим рекуррентным способом: 
Фо =F (у, и), 


р 
АХ 
0 
Хх @e-r(y, Г, w)dt’, ЕРЬ (3.6) 
где 
n a 8 (ty) д. 


а az az! oz! dw; 


А, = ‚ i=l,...,m (3.7) 


Функции w;=w,;(z, ft, и) определяются из соотношения 


dO Ae у) 


z' (w, y, t) = bw; cost + sint, i=1,...,%, 


i 
(3.8) 
и подставляются в (3.6). 
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Теорема 3.1. Пусть выполнены условия теоремы 1.1. 
Тогда имеет место следующее сравнение: 


I(x, у, В) = 
=) ее оф Mh де yydo= 


V ext Hess (-o(4, w(x, a '))) 


х 3 hop (x w (x a : у) (mod A”), 


k=1 


x 


20e 
arg i= n/2, arg det Hess (- @ (+ w(x =. и) = 


умы 


№, ..., An — собственные числа матрицы гессиана 


Hess (=o (©, on, у, 


причем —5=< arg Ms и функции 5 (2, у, t, W), фь(2, 9, 
w) определены по формулам (3.1) и (3.6). 


Доказательство. Запишем разложение интегра- 
ла в виде 


P(x, у, t, h) =К№ (2, y, t, h)) = N 
= R exp [3 (2, у, 5) (г, у.) М Ge ¥ 0), (3.9) 
220 


где А — операция овеществления аргументов 2: 


Rf (z, у, t) =f (x, у, 1) 
Fz, любой аналитической по ыы г функции 
2, у, 1). 
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Легко видеть, что справедлива следующая формула 
коммутации: 


OPER 4S jet (3.10) 
дх' дл 


т. е. для любой аналитической по z функции f(z, Ь и) 
имеет место равенство 


fe y, t= A. yO, а... м 


Подставим теперь разложение (3.1) в уравнение (2. 7). 
ee (3.9), получим 


[ih + а, — хр RY) 46 8) = 

aR [-^ >: ++ WA. — фе, y, t, A). 
(Через 2? мы обозначаем квадрику (2')?+...+ (z")*. Это 
же относится и к W*=Wi+...+Wn, и, вообще, (г, и) = 


=z'w,.) 
Обозначая для краткости 


S=S(z,y,t), g=o(z,y,, Ё=0, 1,2,..., 


получим для | ih = + WA, — 2), у, t, В) следующее 
выражение: 


95 -1/2 9 7 7-1/2 и 
— (= 5) (3 He nr rv (J Jexp (-, $) x 
; ет 9 у yy 
х = *) + ih exp (= - 5) < (Shon) 
— > (У $) exp (+ 5) J? (УВ, + + AS exp es 5) jy 
x (Zh*p,) — 2 = =) ехр (+ 5) Е фк) (9$) — 
и t 1/2 
(75, У Ан} + om (<8) a x 


хи) — 2! exp(—-S) hg.) 


' 


4 


sail 
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0 д 
где У = ну oo), ИЛИ 
> a =) 


—ер(--5) 7" ива [F + (75 +2) + 
+ ihexp(— $) | 5. rit Lasar 
+(VS, Vi] + ihexp(—-S)J anf (ShYgy) + 
+ (VS, У ин + - яр (-- 5) Ам (Shtg,). 


. 


Лемма 3.2. Функция (3.1) является решением 3a- 
дачи 
as 1 ae 
Sty 9 5+2) =0, t>0, (3.11) 
S|) =Ф(х, 9). 


Доказательство. Действительно, подставляя 
(3.1) в (3.11), имеем 


as, as № 1 (95 , dS 9% 
НЫ +(% eae 


at ' aw, a ' 2 "мае 


(3.12) 


Из равенства (3.1) ее что 


05, _ _ 
dw; 


#4 ctg 8%, 4. м ee г 

что вместе с равенством (3.8) приводит к соотношению 
OS (w, ¥) _ 

t 


Поэтому уравнение (3.12) может быть переписано в виде 
99 1 [и 
+ > ((F) +=) =0 (3.13) 


причем в (3.13) дифференцирование производится лишь 
по переменным, от которых функция $ (2, Ь Ш (Ь 2, и), и) 
зависит явно (т. е. по первым двум группам перемен- 
ных). Теперь нужное равенство получается прямой 
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подстановкой (аргументы у функции & мы опускаем): 


slat 2» т, + 


2 sin®t sin?t $102 
1 wy, os 
+ = ctgfz —— | +274= 
2 sint 
1 23 cos t w? 
=a —— | — — + 2¢z, Ш —— 
2 sin?? 72% > sin?¢ 312 | ыы 


1 22 cost 22 

Е te wy cet sal: 
a : > sintt Г ив : 
Покажем, что 


lim 5 (2, t, w(t, г, y)) = Dy, 2). 


Из формулы (2.40) следует, что 
lim 8/w; (2, ty)=2, i=1,..., 2, 
to 


и, таким образом, 
lim Ф(у, (2, у) = Oy, 2). 
=>0 


Далее, выражение 
cos #22—2<2, w(z, t, y)>+cos tw? (2, Ь у) 
при {->0 мы представим в виде 
|z|’—2<z, ш (2, & y)>+|0|?+O(#) 


(поскольку при #0 cost=1+O0(#)). Поэтому 
1 


lim —— [cos fz? — 2 ¢z, w(z, t, у)» + costw*] = 
to 2sint 
= lim Eee OY но, (3.14) 
t~0 2sint too 2sint 
В силу (2.40) 
z'—6"%w,(t, г, y)=O(sint) при #0, #=1,..., п, 


поэтому оба слагаемых в (3.14) исчезают при #0. 
Лемма 3.3. Функция (3.5) удовлетворяет в области 
Г уравнению 
[+ Be + VS +(VS, У) [en =0. (3.15) 


ик pererreennasn, ¢ pepe до АА/ААА A 
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Доказательство. Заметим прежде всего, что AKO- 
биан (3.2) является якобианом динамической системы 


2=Ныг, 5), #=—Н, (2, 5), 


H(z, 6) =2 +. 
Следовательно, якобиан (3.2) равен 


где 


js “Pee В, 
Ow; 
где 2'=z'(w, t), i=1, ..., п,— «физическая» компонента 


траекторий системы 


м о, 
4] — 276 О. 


Действительно, «физическая» компонента траекторий 
динамической системы 


i OH : OH 
2 >? i ey 
a; az 
(3.16) 
20) = dw, 60) =sPe# 
dw! 
равна 
2‘ (t, w) = 6'w; cost + Seo, и 


i 

Поэтому якобиан системы равен 

ad (t, w) 
ad 


и, следовательно, значение (3.13) в точке w=w(t, 2, у) 
в точности совпадает с функцией (3.2). 

Теперь для доказательства соотношения (3.15) мы 
воспользуемся леммой С. Л. Соболева для якобиана 


Jy, w, t) = cet |- ва a! cost + POY sin 


00; 
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(Бу, w(t, z, y)) системы 
6, Ce) a в 
95; 
где 
C=C, w) = cost POY) — wsint 


— импульсная компонента траектории системы (3.16). 
Итак, имеем 


д OH д 
4 | J= J 4, | ? — 
че |= +3 mie (y, 4, wt, zy) = 


Из (3.17) немедленно следует, что 


aj“? | A ув д OH 
a 2° (Bf 


= 0, (3.18) 


eae Sy +2}, vo HVS _ 
i 

d д OH д 

В (ЗУ 

tt rt a od +(VS, У). Далее, 
9 OH 
—— = AS, 3.19 
о 95, (3.19) 


Поэтому уравнение (3.15) преобразуется к виду 
4 Vag] 
fe +5 as|J 0. (3.20) 


Согласно формулам (3.18) и (3.19) функция (3.5) удов- 
летворяет уравнению (3.20). 


Лемма 3.4. Функции (3.6) удовлетворяют следую- 
щей рекуррентной системе: 
= TAI Oy RDI, 


Pe a = 0, Фо =. 
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Здесь 
фь=фь (и, t, (Ь 2, и)), Т=ГУ t, w(t, z, y)), 


дея 3.6), 3.7), +=2+ (VS, У) 
ae ee beg gee ’ $ 
Доказательство очевидно. 
Теперь, применяя оператор R, мы получим утвержде- 
ние теоремы 3.1, касающееся фазы $ и функций 


qr, k=0, 1, ...у М. 


Установим справедливость формулы для аргумента 
гессиана фазы. 


Лемма 3.5. 
п 
Var arg det J (у, t, v(t, x, ¥)) = У вл(И, 3), 
k=1 
где wi(y, X), ..., Unly, х) — собственные значения мат- 
рицы 


п 
Незз, (Ф (у, 0(%, 5, ¥))) 
л 3 
и ов oe 
Доказательство. Пусть 


ш (y, (x,y, 1)... nly, 9 (х, 9, [)) 
= собственные значения матрицы 


2 (y, v(x, t, 9) | 


гы 0,00, 
Тогда определитель 


if ew ь 
det || 6% cost + Зов, (y, v (x, t, y)) sing 


равен произведению 
1 (6) = У у о(Ь х, 9) = 


= (cost + tz (и, 9 (x, ¢, y)) sinf). 


howl 


e 


220 ИНТЕГРАЛЫ БЫСТРО ОСЦИЛЛИРУЮЩИХ ФУНКЦИЙ [ГЛ. У 


Обозначим 
Zp (1) = ze (Ь У, 9(Ь x, 9)) = cost + pe (у, о (2, x, y)) sint 


n 
и определим argz,(0) и J (0) = Ц 2,(0), полагая 
k=1 


arg z,(0) =0. Тогда в силу определения 3.3 на любом пути 
y(t) =. имеем 


n 


Arg J (1) = arg п 2 (t) = >) arg 2, (#). 


hos k= 
Заметим теперь, что если fe’, то 


Im 2, (¢) >0. (3.21) 
Действительно, 


Im 25 (6) = Im [cos (f, + it.) + (42 + im) sin (fy + №] = 
= Im (cost, cht, —isin#, shé, + (uk + х 
x (sint, chf, + icosf,shf,)|] = 
= — за sh, + pi cost, shf, +- pesint, cht, = 
= —shfé, (т —picos?,) + pesint,ché,. . 


Поскольку в Га) sin ¢,—p,cos f,>0, 6) sh#,<<0, в) chét,> 
>0, г) sint,>0, д) в? >>0, то неравенство (4.21) выпол- 
нено. Поэтому на комплексной плоскости мы можем сде- 
лать разрез (0, —ioo), т. е. определить —л/2 < arg z(t) < 
<3n/2. Далее, поскольку 2,(n/2)=p,, то при #=л/2 мы 
имеем 

п 


Arg J (1/2) = >) arg We, 


k= 


где 
—n/2<arg p,<3n/2. (3.22) 


Остается только заметить, что в силу формулы (2.6) 


mM? (у, n/2, v(x, 0/2, y)) = 


= V det Hess, (— Diy, о (xf 30/2, y))), 
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где 
Arg det Нез» (— Ф (у, о (x, 0/2, y))) = У arg А (у, x). 
Здесь числа 
№ (и, v(x, m/2, у)),..., № (и, v(x, 1/2, y)) 
являются собственными числами матрицы 
Незз, (—Ф (у, v(x, m/2, y))) 
и связаны с собственными числами матрицы 


Незз, (Ф(у, v(x, п/2, y))) 
соотношениями 


Ar (Y, v (x, 1/2, 9)) = — ве (у, 9 (х, 1/2, y), Е=1,..., п. 


(3.23) 
При этом из (3.22) и (3.23) следует, что 


— 31/2 < агЕ^№ь (у, о (х, п/2, ¥)) < п/2. 

Теорема 3.1 доказана полностью. 

$ 5.4. Применение к неаналитическому случаю 

и лагранжевым многообразиям 

Рассмотрим интеграл 
I(x, У, В) = 

г exp(L (Oy, 9) — < ON XOOW, Odo, (4.1) 

= (=) \ Р[-- У, 5) — <x, о | @о(у v) do, (4. 
где функции Ф (у, v) иф(у, о) не предполагаются анали- 


тическими. Пусть w(x, у) — стационарная точка . фазы 
O(y, v) —<*, >: 


д — 
37 PY w (x, y)) =X, 


Рассмотрим функции 


4 _ 
Фор 6-ю 2] OU. Loon 


k=0 
N ke 
Фи (% 9, У) = 3 le” (% 4) a ф (у ‚ 8) lem" р 


`. 
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Функции Ф, (х, v, у) и g(x, 9, у) являются, очевидно, 
аналитическими функциями параметра 9, причем для 
любого мультииндекса a, |a| < М, 


DQ, (x, y,"v) | = D&O (у, w) | (4.2) 


9=иш(х,у) w==to(x,y)? 


DEO: (% 45D |pcovey = DEPYs ®) ии: (4.3) 
Введем тете» в рассмотрение интеграл 
Г, (х, 9, us | 


= (55) р p{-- [D, (x, у, 0) — <x, ое, (es a2) do. 


Докажем, что точка w=w(x, у) является стационарной 
точкой фазы 


Ф, (х, 4; 9) —<х, >. 


Действительно, 
д. (х, у, v) ay дФ (и, и) =X 
du v=w(x.y) 9% шик) 
Имеем 


1% у, A) = exp {1 Y, w(% W)) — Cx, w(x, Ух 


N 
ху ВУ, (Ф, $] (mod AN"), 


k=0 


I, (x, y, №) = exp [ [D, (x, 9, W(X, 9)) — <х, W(X, 9» x 


N 
x >) HW, ФЦ (mod и”). 


k=0 


Поскольку Ф, (х, и, w(x, y)) =D(y, w(x, y)), а выраже- 
ния W, зависят только от производных функций Ф,, qy 
по переменным 9 в стационарной точке, то, учитывая 
(4.2), (4.3), получаем, что разложения интегралов 
I(x, у, В) и Г (х, и, 2) совпадают. Используя теорему 3.1, 
получим, что коэффициенты УФ, g] удовлетворяют co- 
отношениям (3.2), (3.3), (3.4), (3.6). 
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Переформулируем полученные результаты на языке 
теории операторов. Зафиксируем фазу интеграла (4.1) и 
будем рассматривать этот интеграл как оператор, сопо- 
ставляющий каждой финитной функции @(y, 9) с ком- 
пактным носителем *) некоторую функцию . 


I(x, у, h) = МФ (х, у, №). (4.4) 


С точностью до й"+1 оператор (4.4) представляет собой 
оператор 


ИФ] = (%, 9, №) = 
exp [Фе a} 


теней ; od №), 
Viasat №", Ee) fm ) 


(4.5) 
где У — полином по A степени N вида 
V=14+Dyh+...+Dyh". (4.6) 


Коэффициентами полинома У служат дифференциаль- 
ные операторы 


De У aa(y, 0) D® (4.7) 
lalqek 
порядка, He превосходящего 2k, с аналитическими коэф- 
фициентами. В формуле (4.7) 
gute ten 
кд. 
(дол)... (д0") т 
Оператор (4.4) по линейности распространяется на 
элементы вида 
Pothqit...+h*g,, 


следовательно, на такие элементы может быть и распро- 
странен оператор (4.6). 

Рассмотрим теперь лагранжево многообразие L в фа- 
зовом пространстве Mr и две канонические карты U; и 
И; с непустым пересечением ИП И,==@. Как и ранее, 
введем обозначения: =I), [== Г Ги, p= IN, =] 


*) Если рассматривать функции с компактным носителем, то 
множитель х (0) в (4.1) можно опустить. 
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\ (CUS). Пусть S,(x', pz) — функция действия в канони- 
ческой карте (У, т. е. такая функция, что 
dS; (х,, р) = Pr dx! — x! арт. 
Тогда на пересечении канонических карт U,{\U, рассмот- 
рим функцию 
Ф = рых — хбр, + Si(x"', x", ра, Pi). = (4.8) 


Полагая и = (x's, рь), х= (х°, р»), y=(x", ps), предста- 
вим функцию (4.8) как фазу интеграла вида (4.1): 


Ф=Ф (х, у, 5). 


Можно проверить, что если функция ф=ф(рь, x", x", 
P1,) имеет носитель, сосредоточенный в пересечении карт 
U,U,, то интеграл 


‚о УМЫ : 

—1 = fj {= xy eke } 
(—1) >= ехр | (Ply х*> — (ху рых 

хехр A $1 (х', РЗ} (х', pp) ар, dx"* (4.9) 
удовлетворяет всем условиям теоремы 1.1. Соответству- 
ющий оператор У, определенный по формуле (4.5), мы 
обозначим через V,;, чтобы подчеркнуть его зависимость 
от карт U, и V,, на пересечении которых он задан. Опе- 


ратор V,,; в соответствии с формулой (4.9) будет опреде- 
ляться следующим образом: 


(—1y (4) {J exp ыы (Кри хх, ри} x 
xexp {Sr (x, pp} @ (x! Py) don, dc” = 
_ exp ie ЗА м} 


где (x9, ру) — стационарная точка фазы Ф. 


Ум ©] (mod #"*), 


ГЛАВА VI 


КАНОНИЧЕСКИЙ ОПЕРАТОР МАСЛОВА 
(ОБЩАЯ ТЕОРИЯ) 


Цель этой главы — построить канонический опера- 
тор Маслова, позволяющий находить асимптотические 
решения уравнений с любой степенью точности относи- 
тельно параметра A, Результаты этой главы естественно 
являются уточнением результатов главы ТУ, где был 
построен канонический оператор Маслова, решающий за- 
дачу с точностью до первой степени параметра А. 

Техническим средством построения общей теории яв- 
ляется, как уже говорилось в предисловии к главе V, 
формула асимптотического разложения интеграла быст- 
ро осциллирующей функции, содержащая весь ряд чле- 
нов по A. Как и в главе IV, построение теории проводит- 
ся на языке гомологических препятствий, и мы показы- 
ваем, что на квантованном лагранжевом многообразии 
существует канонический оператор, согласованный на 
пересечениях карт с любой степенью точности. При этом 
выясняется, что никаких дополнительных препятствий, 
кроме уже изученных в главе ТУ для определения канони- 
ческого оператора, нет, так что единственным условием 
существования такого оператора является квантован- 
ность лагранжева многообразия. 

Два слова о методе построения теории. Существуют 
два альтернативных подхода к этой задаче. Первый со- 
стоит в построении в каждой канонической карте локаль- 
ных канонических операторов, согласованных с нужной 
степенью точности на пересечении таких карт. Эти ло- 
кальные операторы представляют собой асимптотические 
ряды по переменной A, первые члены которых совпадают 
с элементарными операторами, введенными в главе IV. 
Полученный таким образом оператор (см. $ 2 настоящей 


8 Мищенко и др. 
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главы) будет определен на пространстве гладких финит- 
ных функций на лагранжевом многообразии. Можно, од- 
нако, попытаться обойтись элементарными канонически- 
ми операторами, введя нужную коррекцию в закон пре- 
образования функций при переходе из одной канониче- 
ской карты в другую. Этот способ приводит, как показа- 
но в § 3 настоящей главы, к глобальному каноническому 
оператору, определенному на пространстве некоторого 
алгебраического пучка, изоморфного, впрочем, обычно- 
му функциональному пространству. 


$ 6.1. Существование и единственность 
канонического оператора 


Рассмотрим квантованное лагранжево многообразие 
Г в фазовом пространстве Mr, введенное в первой части. 
Напомним, что для задания такого многообразия нужно 
фиксировать следующий набор объектов: 

а) Фв — гамильтоново фазовое пространство с ко- 
ординатами 


(x, р) = (%',..., м", рь..., Dn) 
со структурной формой w =dx*/\dp,; 
6) i: LoD, — лагранжево вложение многообра- 
зия L, 
о =0; 


в) невырожденную меру цеЛ”(Г); 

г) набор {S;} гладких функций, являющихся в каж- 
дой карте некоторого атласа канонических карт {0} 
многообразия Г, решением уравнения *) 


dS) = i* {ри dx! — x! dps}, 


а на пересечении двух карт ИИ, удовлетворяющих pa- 
венству 


_ ges vf 
Sy— Sp = i {x"p1, — х*рь,}; 
*) Через Г, J мы обозначаем, как и раньше, подмножество в 


множестве целых чисел {1,..., п}; Г, Г-— дополнение к множествам 
Ld =I, в=Г У, I=IN, = в. 
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д) набор {‚} гладких функций, определенных в каж- 
дой канонической карте И: формулой 


= oe 
1 , 
д (х ’ P;) e 
причем аргументы функций и; выбраны таким образом, 


чтобы в пересечении ИП И; для любых двух канониче- 
ских карт Оги И, выполнялось условие 


arg wy — arg psy == >} ag ders + [11| м, 
где An, 1 — собственные значения матрицы 
д (— py, x”) 
д(х**, P;,) 


Рассмотрим линейное пространство многочленов OT пе- 
ременной A с коэффициентами из кольца С° (Г), т. е. мно- 
гочленов вида 


‚ 37/2 < arg Nett < 1/2. 


=... +В (1.1) 
Пространство многочленов вида (1.1), очевидно, обра- 


зует кольцо, обозначаемое через С” (Г, [1]. Рассмотрим в 
кольце C°(L)[A] идеал, состоящий из многочленов вида 


У, h'g,, и обозначим через С”(Ё)[№], фактор-кольцо 
#> №1 

кольца многочленов по указанному идеалу. Подкольцо 
кольца C°(L)[h]y, порожденное многочленами с финит- 
ными коэффициентами, обозначим через Co (Ё){#]». Ана- 
логично, если ИсЁ — открытое множество, то через 
С°)", ССП) обозначаются соответствующие 
кольца, порожденные многочленами вида (1.1), коэффи- 
циенты которых принадлежат пространствам C(U), 
Cy (И) соответственно. 

Рассмотрим две произвольные карты U, и Uy много- 

образия Г. В главе V, $ 4, были определены дифференци- 
альные операторы 


a Cy (Ur П и [Aly — Ce Ur} и) [Ay 
Vi =3 ht У aD? xp) 
k=0 


v 


3* 
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коэффициенты а, которых являются функционалами от 
функций S;, в; и их производных порядков [Bp] <]a|: 


An, = аа (SY, pf). 
Операторы V;,; обладают следующими свойствами: 
а) если Ф SCY (И) Ш» то Уиф = $; 
6) если ф = Ср’ (Ur П Us П Ик) Шу, то Ук «Ул ф=Укю. 
Пусть {0,} — некоторый канонический атлас много- 


образия Г. Существует разбиение единицы {p,}, подчи- 
ненное покрытию {0}, т. е. 


УФ =1, — зиррф с Ил. (1.2) 


Фиксируем такое разбиение единицы. Ясно, что если 
Цк=0 в точке aE, то фк (a) ==0. Определим теперь ло- 
кальный канонический оператор, отвечающий канониче- 
ской карте И;, полагая для произвольного элемента 


eel (И) 
Kip = Fv т fexp (5 5) Ушу Уикк] . (1.3) 
i K 


—> 


Теорема 1.1. Для лагранжева квантованного мно- 
гообразия существует единственный оператор 


К: CS (Ри АН В"), 
совпадающий в каждой канонической карте атласа {U,} 
с оператором (1.3), т. е. если фЕСь (U;){h]w, то 
Кю==Кф (mod #^+*). (1.4) 


Доказательство теоремы 1.1 вытекает из следующей 
леммы. 
Лемма 1.2. Пусть U,, U; — две канонические карты 


атласа {U,}, феСь (ИППО) [А Тогда 
Кир== K,@ (mod &"+). 


Доказательство. Обозначим через А; оператор, 
действующий на произвольный элемент фе Со (01) [Aly 


= 
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по формуле 
Еф = ры {exp (| S1) Ver 9) . (1.5) 
7 


Тогда | $ 
Кур = F(X Vix («9)) ; 
K 


Сравним теперь Kip и K,g. Используя формулу асим- 
птотического разложения интеграла (1.3) главы V, по- 
лучим 


Кю = В № (mod hN*), 


Свойства а) и 6) операторов У,; позволяют заключить, 
что 


Кю =, У Ук (9x9) (mod AN") = Ку. 
K 


$ 6.2. Гамильтонов формализм и операторы Я, 


Рассмотрим некоторую каноническую карту U; мно- 
гообразия Г. и гамильтониан Н=Н (х', x’, рь, pz) на карте 


U,. В этом параграфе мы определим некоторые линейные 
дифференциальные операторы 


Py: С° (Ui) Ay > С° (0), 


играющие в дальнейшем изложении основную роль. Опе- 
раторы 9, будут коммутировать с оператором умноже- 
ния на независимую переменную A, и поэтому будем ис- 
кать их в виде многочлена по переменной h: 


Py = Prt 891 --... NRT, 


Компоненты 9: С” (01) >С”(И/) определим с помощью 
рекуррентного процесса. Более того, для операторов 91, $} 
будут получены явные формулы. Переходим к процедуре 
определения операторов Fi В =0, 1, 2, :.. Применим опе- 
ратор Гамильтона 


A, = Н(рь РТ, x, x"), 
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где py = — А. 7 oho ‚ к функции exp {= $(х', pa} 
ax! Op; h 


x 1p (x!, p;). Тогда после ряда преобразований (см. гл. IV, 
§ 2) мы приходим к интегралу (2.23) главы IV: 


{1 \t i Ту’ 
T(h) = (sa) КИ ехр {+ Кх, (p'7 — P7)> + 
+ Pr (2! —x")> +8 а", pala (el, 27, pos Py) x 
x p(x" рт) ах" арг ах" ар. (2.1) 
Асимптотическое разложение интеграла (2.1) имеет вид 


(х'’ — свободный параметр) 
ail 8 7.85 


1 (A) = exp {— $ (x, p;) )}5 yy D3 


a Хх „РЬРт 
k=l 7 
la BSE < 


х Н, (x, x1, pr РЛС®, ($, 5). (2.2) 


a! ,By.Br 
В формуле (2.2) введены следующие обозначения: 
Га ce ae 
oa Pp Pye er Bib 
(2.3) 
x! ne x! Py =p. 


Функция H,(x', x’, pr, ру) определена формулой (2.23) 
главы 1V, символы 


a! 81,85 get afl ат 
7 tae ae = 
*! DEPT (ету (др! (ap,)7 


обозначают дифференциальные операторы, al, Br, Br—- 
мультииндексы. Наконец, выражения 


(tp, 5) (2.4) 


Ст Bp Br 
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обозначают многочлены от функций p, $ и их производ- 
ных до порядка 2k включительно. Значение правой части 
разложения (2.2) берется в точке (2.3). 

Дадим алгоритм нахождения коэффициентов (2.4). 
Мы будем определять их рекуррентно. Пусть № и г— 
некоторые натуральные числа, г=2А.. Предположим, что 
в выражении уже вычислены все коэффициенты для #< 
< и для R=h,, |“|-+|В| <r (для краткости мы обозна- 
чили а=а’, В= (Вь В;}). Вычислим коэффициенты (2.4) 


для 
k=k, |%|-+|В|=г. (2.5) 
Для этого вычислим для произвольного набора (dy, В) = 

== (ad, Вт), удовлетворяющего условию (2.5), выражение 
Я = Н(рь pp x’, x1) exp {;s (x', ру) (и, p;) (2.6) 

с гамильтонианом 
H(x!, x1, pp pj) = =+— («’) “р iy hpi, (2.7) 
В 7 


Заметим, что единственная, отличная OT нуля производ- 
ная порядка г выражения (2.7) есть 


рр 2 PF xopPo 


Ayla! 


=]. 


Поэтому 


Cop, = [в гехр | $ (x', Pp} p(x, P| — 


x Mg 
У 1 51 DEDS но. 
jel+{Bl<r ol 
Через [ |», мы обозначили коэффициент при h*oB раз- 
ложении по степеням # выражения (2.6). 
Определим теперь операторы Pj, полагая для pe 
=С® (1!) 


РИФ] = 
© By Bz 
= У Dit ppp, He, x, pr py) Cy 


(a +18 p+ [Bpi<ee 


тив, (8) Ub 28) 
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где С": ($) $] = Ckg ($, 5) определяются описанным 
© „ВЫВт 


выше алгоритмом. 
Отметим некоторые свойства операторов Pj. 


1. Сператоры Р суть линейные дифференциальные 
операторы порядка не выше Rk. 


2. Коэффициенты оператора Pi суть Гполиномы от 
функции $; (x’, рт) и ее производных порядка He выце 2. 


3. Для любой функции ге Со’ (И) имеет место срав- 
нение 


Ay exp {7s ce Ру ‘pr (x, рт) = 


N 
= У, ИРА (<, pz) (mod hh"). (2.9) 


k=0 


Вычислим операторы FR для k =0, 1. Оператор Р® вы- 
числяется тривиально и, очевидно, равен | 


и 


aS (х!, р.) aS (x!,p- 
Pap, (x', Py) = |", ое (х P;) 


I 

1 7 | P(X, P7) 

др; д’ | : 
для любой функции ЕС” (U,). 

Для вычисления оператора Р" заметим, что коэффи- 
ратор 1 


циент при A'=A в выражении (2.9) зависит от производ- 
ных функции Н порядка не выше второго и поэтому мо- 
жет быть представлен в виде 


т OH OH ГОН OH т OH 
dy + a! 4 ay 4 ap by + 
ax! Op, др; Op Op; ax! ax! 
2 7 2 2 7 2 
OH | 57 oH OH 57 OH 


+ br [eninge as 17 Е 
др; OP ; ax! ap. др! OP; ax! Op, 


У всех входящих в это вражение функций аргументы бе- 
рутся в точке (x', x’, pr, рт), 


7 OS (1 OS (1 
x= ———(X, Pj), Pr = —-(*, РУ. 
ap; T Pr at ( P;) 
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Нахождение неопределенных коэффициентов а, ay, 
аз... UT. д. осуществляется, в согласии с изложенным 


выше, путем подбора специальных гамильтонианов. 

В следующей ниже таблице 1 приведены список га- 
мильтонианов и определенные с их помощью коэффици- 
енты. Вычисления, ввиду тривиальности, опущены. 

Заметим теперь, что для любой функции 


p(x, р) Е CP (U,) 


имеет место следующая формула коммутации: 
F(x, DY FA (24, By) = Fopaat Hi (e's ЯТ, рь pa ( Ру. 
I 


Резюмируя вышеизложенное, мы можем высказать сле- 


дующее 
Предложение 2.1. Пусть S(x', ру) — действие в 


карте И; и Н=Н(х, р) — гамильтониан. Тогда для лю- 


бой функции феСь (Ur) имеет место следующее срав- 
нение: 


ЛЕА тер [3-3 (x4, Ре, py) = 
1 
OH д Нд 


=F тер] 1$ (х! о — 
= ый р, ре рп} (# sa E Op; др; ax! 


9 OS__oH \+ 
ax! ax! Opp 9Py ОРУ бР gt agl x" AD ax! dp, ! 


aH ~ 
+ |: Het} ata (2.10) 


axl др; k=nQ 


В aS dH aS dH 
2 


Здесь значения функций Н и ее производных берутся 


в точке 
OS (x", ps) : 
1 7 OS „Г 
Хх, — *, —— (x, D>), Pr 
я 
92$ 
и через = обозначены вторые частные производные 
Ox" Ox 
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ТАБЛИЦА 1 
Гамильтониан Коэффициент Гамильтониан Коэффициент 
1 a, =0 1 0:5 
0 


функции S(x', РУ) по параметрам x! py, а операторы 
Р* определены формулой (2.8). 
Определим теперь полный оператор, полагая 
N 


РАН = У ВАР. 


k=0 


Операторы Pi являются дифференциальными операто- 
рами порядка не выше & (см. (2.9)), коэффициенты ко- 
торых — гладкие функции. Таким образом, оператор 
Рип] корректно определен как оператор из кольца 


C™(U,){h]y в себя: 
РИН: С® (ИТ > С° (UD) (Ay. 


B § 6.1 мы для каждой канонической карты (И; опреде- 
лили некоторый оператор 


У = У Vixox: С° (Un Ty > С° (Un) Aly. (2.11) 
U; NUK 0 
Заметим, что оператор (2.11) обратим, поскольку опе- 


ратор V,{A] разлагается в ряд по степеням h, причем ко- 
эффициент при й° равен тождественному оператору. 
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“Обозначим через и! [й]” оператор 


wy (Al = вРУИМ. (2.12) 
Оператор (2.12) обратим, поскольку он является произ- 
ведением обратимых сомножителей, а его обратный 
ит [В = V7 [В и? осуществляет отображение 


М: С° (0) И -> С° (Un) Шу. 


С помощью оператора Р; Ш] и операторов wy? (hl, и {h] 
мы определим в карте И; оператор ЭФ, играющий в тео- 
реме коммутации основную роль, полагая 

ФИН = вт М РИМ р! Я. 


Оператор ЯДА] действует из пространства С°(И:)[#]м в 
себя: 


В] = Py: С° (Ши > С° (Un) (Aly. 


$ 6.3. Коммутация оператора Гамильтона 
и канонического оператора 


В предыдущем параграфе мы определили операторы 
Ff, действующие в C™(U;)[A]y и связанные с оператором 
Гамильтона формулой (2.10). Нашей дальнейшей целью 
является построение такого дифференциального опера- 
тора Я на лагранжевом многообразии Г, чтобы выполня- 
лось соотношение 


НКФ = — ihKPq (mod В+). 
Предложение 3.1. Существует такой дифференци- 
альный оператор 


что если феЕС”( И!) [В]х, то Pp=F 9 (mod #^ +). 

Доказательство. Покажем, что для любых двух 
канонических карт Иги 0, с непустым пересечением 
ИП, == 9 и любого элемента pECy (ИИ, [Я имеет 
место сравнение 


Ра == sp (под AN*), 
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Пусть К, — локальный канонический оператор в карте 
U, (см. § 6.1). Тогда для любого элемента 


фе Со” (Ur ПИ.) Шу 
имеем 
Я (х, p) Кю = 
= H (x, РЕ py ast e*( St (x4, Pa wy (AY (+. pz p(x’, рэ} = 
т 


= Ро (x!, x’, Pn РР) ехр Si (x!, РЯ x 
x w7? [Al (x', Pz)? (x’, Pz) = (mod bY?) = 
=F, „тер (= Sr (e's pp) mi TH (24, pp) x 


vi 
pix 
1 


« wr М (х', pp) Pad? (A) (x", 27) 0 (x", Pz) = Ки (‹', Py). 
(3.1) 
Аналогично получаем, что для любого элемента 
ф == CY (ШП Us) Aly 
имеет место сравнение 
H (х, p) Кю = К.Ф. (тоав\*). (3.2) 
По лемме 1.2 для любого элемента 
pele (ИП, [Я 
имеет место сравнение 
Kig= Ky, (mod й^*'). (3.3) 
Тогда из сравнений (3.1) и (3.2) получаем 
К: (9—9) p=0 (mod #^+*). (3.4) 
Действительно, по определению, сравнение 
Kig= Ksq (med й^+'). 
означает, что для любого оператора 


p® =(—1) “д Max) ... (дх") 


Oye Og On 
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имеет место неравенство 
12° (Krp — К) | < ch. (3:5) 
Заметим теперь, что из определения оператора Га- 
мильтона следует, что для любого оператора Н (х, р)^и 
любой функции w(x, A), удовлетворяющей неравенству 
[Pes В) [< ой", 
существует такая постоянная с», что 
|Н (x, p(t Wh) [< ой^". (8.6) 


"Поскольку оператор p*H(x, р) является некоторым опе- 


ратором Гамильтона Ё (x, р), то из неравенств (3.5) и (3.6) 
следует существование такой постоянной си, ЧТо 


| pH (x, Р) {Кю — Ks9}| < сай". (3.7) 


Неравенство (3.7) в силу формул (3.2) и (3.3) влечет 
за собой требуемое сравнение (3.4). Очевидно, что из 
сравнения (3.4) следует, что 


Рф (mod h**), (3.8) 


Определим теперь оператор ¥. Пусть {q,} — разбие- 
ние единицы, подчиненное покрытию {U,}. Положим 


Po = У Pr (ore). 
Если 9 =Сь (И) Ш, то 
PO — Pro = У Pr (ФФ) — Рю = У (9—7) (Pa). (3.9) 
Г: 


Поэтому согласно (3.8) правая часть (3.9) mod й^+! срав- 
нима с нулем. Единственность оператора 9 очевидна. 

Из определений канонического оператора К, операто- 
ра # и формул (3.1) вытекает следующее 

Предложение 3.2. Пусть К — канонический опе- 
ратор на квантованном лагранжевом многообразии 
(L, p) с мерой в, и пусть № — оператор, определенный в 
предложении 3.1. 

Тогда для любого элемента фЕС”(Г)[ к имеет мес- 
то сравнение 

HKo = KPq (mod й“*1). 


ve 
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$ 6.4. Геометрическая интерпретация операторов Vry 
. и канонического оператора 


В предыдущих параграфах этой главы мы определили канони- 
ческий оператор К (формула (1.4)), причем определение существен- 
но зависело от некоторого разбиения единицы (1.2), подчиненного 
каноническому покрытию. Можно дать инвариантное истолкование 
канонического оператора как оператора, определенного на простран- 
стве сечений некоторого алгебраического пучка. 

Алгебраическим пучком над топологическим пространством Х 
называется контраварнантный функтор F, который каждому откры- 
тому подмножеству WCX составляет группу Г(Ё, W), называемую 
группой сечений пучка F над множеством W, а каждому вложению й: 
Ис, одного открытого множества W, в другое, W2, сопоставляет, 
гомоморфизм групп 

Ti): PF, )-Г(Е, )), 


называемый ограничением сечений пучка Е на подмножество №.. Об- 
раз сечения $ при гомоморфизме Г({) будет обозначаться через 
Зи, - При этом должно выполняться следующее условие: если мно- 
жество представлено в виде объединения 


W=UW,, 
& 


а Sc@P(F, Wa) — такие сечения, что 


Sy лв = 5B ПВ ег(Р, Wa We), 


то найдется такое единственное сечение $=Г(Р, W), что 
5 lwe = Sy. 


Примером алгебраических пучков может служить пучок ростков 
сечений векторного расслоения Ё над топологическим пространст- 
вом Х. В самом деле, если Ё — векторное расслоение над простран- 
ством Х, то определим алгебраический пучок & с помощью равен- 
ства 

ГЕ )=Г(& №), 


а для вложения i: W,cW, гомоморфизм Г(Г) обозначает обычное 
ограничение сечений в расслоении &. Например, если & — одномерное 
тривиальное расслоение, то Г(&, W) совпадает с пространством не- 
прерывных функций на множестве . 

Если Х — гладкое многообразие, а & — векторное расслоение, то 
мы можем рассмотреть пучок Е® ростков гладких сечений расслое- 
ния &: 

rg, И) =С= (Е, W). 

Отображением | алгебраического пучка F, в алгебраический пу- 

чок Ро называется система гомоморфизмов 


Tf, №): TA, WoT (Fs, №), 
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коммутирующая с гомоморфизмами ограничений. Другими словами, 
для любого вложения i: W,--We диаграмма 


T (7,W1) 


г (F;, W2) > T (Fe, Wi) 
Г (Р./4) | Г(Рз/) . 
гу. 
ГР, РИ PFs, У) 


коммутативна. 

Например: если Ё, Ё› — деа векторных расслоения над гладким 
многообразием X, а А — дифференциальный оператор, отображаю- 
щий гладкие сечения расслоения Ё в гладкие сечения расслоения &», 


то оператор А индуцирует отображение алгебраического пучка EY в 


алгебраический пучок >. 

Если ЕР — алгебраический пучок над пространством X, а W— 
открытое подмножество в Х, то через F|W мы обозначим ограниче- 
ние пучка Р на подпространство W, положив 


(Е, №”) =Г(Е, №), Wew. 


У всякого сечения 5=Г(Ё, Х) естественным образом определяется но- 
ситель сечения. 

Алгебраические пучки можно строить методом, сходным с по- 
строением векторных расслоений, с помощью функций склейки. Имен- 
но, пусть пространство Х представлено в виде объединения его от- 
крытых подмножеств. Пусть X= а, а над каждым подмножест- 

a 


вом М. задан алгебраический пучок Ра. Пусть, кроме того, заданы 
изоморфизмы пучков 


ap * Ра и enw, — РВВ 
причем выполнено равенство 


Фвуфав = Pay 
для ограничений трех пучков Fe, Ев, Fy на множество УГУ... 
Тогда существуют и единственны алгебраический пучок F над про- 
странством Х и такие изоморфизмы 


Yai Fa Ри, 


что Dap==p~‘ptpe над множеством Wel} Wp. 
Обозначим через Г(Р, W) труппу, элементами которой являются 
наборы сечений {Su: 5оЕГ(Ё«, WWa)}, причем 


Pop (Salvgnwanw,) = 58 ПИВО 


Нетрудно проверить, что набор групп {Г(Р, W)} и очевидных гомо- 
морфизмов ограничения удовлетворяет аксиомам алгебраического 
пучка. 

Применим теперь язык алгебраических пучков к определению ка- 


нонического оператора. С помощью кольца С°(Г) [№] м и операторов 
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Vis можно построить алгебраический пучок, который мы обозиа- 
чим через С®(Ё) [#] мк. Именно, покроем лагранжево многообра- 
зие Г атласом канонических карт {Ur}. Зададим функцию склейки 
по формуле 


Ул: CU) tly пи, = С° пи 


Пусть F — алгебраический пучок над многообразием L, соответст- 
вующий указанным функциям склейки. Таким образом, существуют 
такие изоморфизмы 


фи CU) [Aly > F luy, 


что У = фо. Оказывается, что формулы (1.5) корректно опре- 
деляют такой оператор 


К: T(F, Эн (В), 
что если SET(F, L), supp 5 т, то 
ВАТ" (5) ЕЕК (5) (mod hN*4), 


Отношение оператора К к каноническому оператору К (1.4) опреде- 
ляется следующим утверждением. 

Предложение 4.1. Каждое разбиение единицы (1.2) инду- 
цирует такой изоморфизм 


9: C™(L) [A] w>F, 
что 

а) О является локально дифференциальным оператором; 

6) Кф=ёКОф(той йм+1). 

Доказательство. Пусть {фг} — разбиение единицы, под- 
чиненное покрытию {Ur}. Чтобы определить отображение Q, доста- 
точно определить отображение T'(Q, Ur) пространств сечений пучков 
над открытым множеством W. 

i Пусть per(C~(L) [#] м, №). Тогда носитель сечения @1Q лежит 
В r, Т. е. 
rel (C%(L) [A] x, ПО). 
Положим 


TQ, W) (9) = УГ bp (1 ПТ) (Фр, 
п 
понимая каждое слагаемое в правой части как сечение на множест- 


ве у, порожденное вне носителя сечения нулем. Утверждение а) сле- 
дует из соотношения 


Tg, (ПИ: ф=Г(фх, (И: Visq 
для supp peU,NU,, 


Чтобы доказать, что @ является изоморфизмом, достаточно про- 
верить изоморфность гомоморфизмов Г(9, Ил. | 
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Vimeem 


TQ, U,) @=F (Up) {3 мял 
Uy 


Операторы Угл, как многочлены по переменной #, имеют в качестве 
коэффициента при нулевой степени переменной A тождественный 
оператор, т. е. Vrz==1+O0(h). Поэтому 


Г(О, И')ф=Г(фг, Ur) {9+hRg}, 


где Ю — некоторый дифференциальный оператор. Поскольку кольцо 
C~(Ur) [1] х является кольцом усеченных многочленов по fh, то опе- 
ратор, обратный к Г(О, Ur), находится методом неопределенных 
коэффициентов. Наконец, утверждение 6) непосредственно следует из 
определения. 

Предложение 4.1 означает, что неинвариантность канонического 
оператора К относительно замены разбиения единицы связана с не- 
однозначностью выбора изоморфизма Q между пучками С® (Г) [й]х 
и Р. Более того, если мы ограничимся только первыми членами (с h°) 
сечений этих пучков, то изоморфизм @ является единственным, т. е. 
и канонический оператор К тоже инвариантно определен. 


Добавление I. 1/й-преобразование Фурье 


Пусть Ae(0, !] — координата на отрезке (0, 1]. Мы введем 
I/h-ananoru преобразования Фурье ЕМ” и пространств С. Л. Собо- 
лева H}/" (В»). 

Через В” обозначим п-мерное арифметическое пространство и че- 
рез В» — его сопряженное, В» = (В»)*. Определим операторы Лап- 
ласа, полагая 


где 
а. Е 
у ax! 
aa $A erie 
др; * > % 


Пусть теперь А — натуральное число. Введем в пространстве комп- 
лекснозначных гладких, финитных в В” функций |=}(х\. ..., &"), 
гладко зависящих от параметра h, структуру гильбертова простран- 
ства, полагая 


(р @e= sup (I + 1x P+ ААА р, хам, 
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причем 
(.ь= ГЕ а. 
вп 
Соответствующее полное нормированное пространство мы будем обо- 
значать через НУА (Вл). 
Отметим, что при любом натуральном А в пространство НУ (R”) 


t 
входят, например, функции вида exp (5 5 ) Ф (x), где 5 (х), Q(X) — 
гладкие комплекснозначные функции на В", Im 5 (x) 20. 1/h-mpeo6pa- 
зование Фурье ви мы определим, полагая для любой функции 
фе Cy? (R") 
x 1 р i 
 (P) = [Ру-рФ (х)] (р) = (=) { ехр |{--- <x, p>| p (x) dx, (1) 
вп 
где <x, p> = x'p,. 
Формула обращения преобразования Фурье имеет вид 


(3) = [FV $ (р) n= (5; OC ex a ts >} 20 2) 
(x) = [Fp $ (PI (8) = |5 Pit Ss Pp @piap. ( 
р 


в 
Здесь arg 1==7 /2. 
Для 1/h-npeo6pasopanua Фурье /'/* справедлива формула План: 
шереля вы 


(f, Z)o= (РУ, Fiftg), 


которая проверяется прямой выкладкой. Из (1) следует, что для лю- 
бого натурального имеет место следующая формула коммутации: 


р ible]? А = (ЕАН. 


Предложение, Преобразование (1) продолжается до огра- 
ниченного оператора 


ЕУ№: НЫ! (RM) > НЫ" (В), (3) 


являющегося изоморфизмом. 
Доказательство. В самом деле, пусть р=НУ\ В"). Тогда 


ПРЕ = sup (11+ A, +p? Ff, НА, [р FAs = 
= sup (F (1+ |x|? АР БИ А fy = 
= sup ВАР ИРА, (4) 


} 
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Из (4) следует, что оператор (1) непрерывен и, более того, изомет- 
ричен. Существование обратного отображения следует из формулы 
обращения (2). Предложение доказано. 


Наконец, определим пространство Н В») как пересечение 


Ни (Re) = ПН" В") 


всех пространств НУ (В*) и снабдим его наименее сильной из топо- 
логий, в которой отображения 


НУ (RY) > Hl" (R"), р А 


непрерывны для всех #==0, 1, 2,... 


Добавление И. Одна абстрактная лемма 


Лемма. Пусть на многообразии L выбрано некоторое noxpot- 
тие U=={U;} открытыми окрестностями, на каждом элементе которо- 
го определен линейный оператор 


K;: ст (U) >Н 


в линейное пространство H, причем для любой функции fecy (Un 
Uj) имеет место равенство 


Kif=K;f. 


Тогда существует и единствен оператор 
К: CO (L) > H, 


сужение которого на пространство с (0:) совпадает с К:. 
Доказательство. 
Утверждение 1. Для любой функции [е=С2° (Г) и для лю- 


бого покрытия {Ui} многообразия L существуют такие функции fi, 
i=1, 2,..., Г 470 выполнены следующие условия: 


i) supp ficUi; 
r 
ii) f= he 
f= 


Доказательство этого утверждения следует из существования 
разбиения единицы на гладком многообразии. 


Пусть теперь {=Со° (Г). 
Определение. 


Kf= >, K fj (1) 
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Утверждение 2. Определение (1) корректно, т. е. не зави- 
сит от выбора функций {fi}. 
Доказательство, Покажем, что если 


зи Е=Ь2,..., г, Sh =0, 


то справедливо равенство > Кий =0. ’ 


Доказательство последнего утверждения проведем индукцией по 
числу г. При г==1 нужное утверждение, очевидно, следует из линей- 
ности оператора К. Пусть оно справедливо для г=А—1. Рассмотрим 
функцию |, supp Не, и множество 


UNU И; =V. 
i=2 


Поскольку 
r 


k 
She it У Ё=0 


1—1 i=2 


и выполнено включение 
supp у Re о, U;, 


} 
| 
то f;| V==0. Следовательно, 


i=2 
k 
suppficu Ук 
== 
где У: =0:ПИ'. Тогда в силу утверждения 1 существуют‘ такие 
функции gi, что 
k 
A= >) 9» suppg,;C V;,. 
i=2 


Поэтому в силу линейности оператора К получаем 
Е 
Кай = >i Ка; = > КА. 
i=3 i=2 
о 


i=1 img i=2 i=2 


k 
=>} К; (+ fp =>) Кий, где =9-}. 


i=2 i=2 


у Kh= Khe КИ; = у Kat К; = | 
| 
| 
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Заметим теперь, что из построения функций 4: н свойств функ- 
Ё 


ций f; следует, что >) й:=0. По предположению индукции отсюда 
lang 


следует, что 
Е 


У К: =0. 
t=2 
Утверждение 2 доказано. 
Для доказательства корректности мы предположим теперь, что 
функция f представлена двумя разными способами: 


г 1 
== а, 
i=1 


j=1 
r 1 
Тогда Dy в-У &}=0 и линейность оператора вместе с доказан- 
i=1 =) 


ным выше утверждением показывает, что 


г 1 
Я кй=У Ки, 


i=y f=1 


Корректность определения установлена. 
Утверждение 3. Существует не более одного оператора, 


удовлетворяющего условиям леммы. 
Доказательство. В самом деле, пусть К’— другой опера- 


тор, и пусть fecy (L). Тогда в силу. утверждения | существует Ta- 
кой набор функций 


ff = >| f, supp 7; CU, 
что 


Кр = У КВ = У Kip 
Kf =>) К = КИ» 


№ 
Поскольку К; =Кь то и Kf=K’f. Утверждение 3, а вместе с ним 
и J2MMa доказаны полностью. 


ГЛАВА VIE 


ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ ФУРЬЕ 
(ГЛАДКАЯ ТЕОРИЯ 
КАНОНИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА) 


Теория интегральных операторов Фурье, возникшая в 
конце шестидесятых годов, в настоящее время пережива- 
ет бурный расцвет. Десятки работ, появившихся в миро- 
вой математической литературе, переизлагают, обобща- 
ют, используют теорию интегральных операторов Фурье. 
И это естественно. После увлечения эллиптической теори- 
ей, повлекшей за собой расцвет теории псевдодифферен- 
циальных операторов, возник вначале робкий, а затем все 
более сильный интерес к неэллиптической теории — 
уравнениям с вещественными характеристиками. Од- 
нако техника псевдодифференциальных операторов, 
хорошо работавшая в эллиптической теории, оказалась 
мало пригодной для решения этого нового круга 
задач. 

Принципиальная новизна в теории уравнений с ве- 
щественными характеристиками заключалась в том, что, 
в отличие от эллиптического случая, здесь почти обрат- 
ный оператор не является псевдодифференциальным опе- 
ратором. Начинаются первые попытки исправить или 
как-то дополнить старую технику, с тем чтобы приспосо- 
бить ее к новой ситуации. Одной из таких попыток было 
привлечение (ко)граничных операторов — по-видимо- 
му, первых (нетривиальных) интегральных операторов 
Фурье. Затем в ряде работ, главным образом советских 
математиков, появляются некоторые обобщения псевдо- 
дифференциальных операторов. Вместо линейной фазы 
в интеграле Фурье появляется произвольная однородная 
функция. Это первый шаг в нужном направлении. Накап- 
ливается опыт обращения с такого рода операторами. Це- 
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лый ряд задач настойчиво показывает существование не- 
которого общего технического аппарата. Будущие инте- 
гральные операторы Фурье, появляются в самых, казалось 
бы, неожиданных ситуациях, например, при исследовании 
преобразования псевдодифференциальных операторов, 
индуцированного каноническим диффеоморфизмом фа- 
зового пространства и др. Все яснее и яснее про- 
глядываются общие принципы новой техники. Остается 
сделать еще один шаг. И вот, наконец, в 1971 г. появля- 
ется публикация шведского математика Л. Хермандера 
[3], в которой излагается математический аппарат, наз- 
ванный им методом интегральных операторов Фурье, по- 
зволяющий с успехом решать нужные задачи. Новая тех- 
ника стремительно развивается, и вскоре интегральные 
операторы Фурье завоевывают широкую популярность 
среди специалистов. Хлынул поток публикаций по при- 
менению и обобщению метода интегральных операторов 
Фурье. 

Приблизительно аналогичным образом обстояло дело 
в другой, казалось бы, далекой области математики — 
задаче о построении асимптотических решений уравне- 
ний с малым параметром. Старый метод построения 
асимптотик — метод ВКБ — давал удовлетворительные 
результаты только «в малом» и был совершенно непри- 
годен для глобальных рассмотрений. Делались много- 
численные попытки обобщить метод ВКБ, приспособив 
его к исследованию решений вблизи особых (фокальных, 
каустических) точек, и хотя иногда это удавалось сделать 
с использованием ряда искусственных и очень тонких 
приемов (см., например, Бабич В. М., Булдырев В. С. [1] 
и др.), общая схема построения асимптотики в целом бы- 
ла неизвестна. 

Замечательное решение этой задачи было предложено 
в 1965 г. В. П. Масловым, который не только дал общий 
метод нахождения асимптотики решения в «целом», но и 
выяснил, что целый ряд других классических задач, на- 
пример, задача о распространении в «большом» разры- 
ва начальных ланных в гиперболических уравнениях мо- 
жет быть решена его методом. Заметим, что последняя 
задача включает, в частности, и задачу построения асим- 
птотики решения по гладкости, т. е. задачу, для которой 
и был создан метод интегральных операторов Фурье, 
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Получилось, таким образом, что к моменту упомяну- 
той выше публикации Л. Хермандера уже имелся метод 
и развитый технический аппарат, адекватный методу 
интегральных операторов Фурье. Более того, позднее 
выяснилось, что метод канонического оператора Масло- 
ва, примененный в ситуации интегральных операторов 
Фурье, в точности совпадает с последним. При этом ка- 
жущееся различие в окончательной форме является чис- 
то внешним: рядом тождественных преобразований ин- 
тегральный оператор Фурье может быть приведен к ка- 
ноническому оператору Маслова. 

Отметим, однако, что методы построения обеих тео- 
рий имеют ряд существенных отличий. С этой точки зре- 
ния представляет, по-видимому, интерес изложение тео- 
рии интегральных операторов Фурье методом Маслова, 
тем более что, как нам кажется, последний гораздо про- 
зрачнее, геометричнее и позволяет получить ответ в более 
законченном виде. 

Проиллюстрируем на примере простейшей задачи идеи 
и основные понятия метода интегральных операторов 
Фурье — Маслова. При этом в изложении мы не будем 
стремиться к излишней строгости в тех местах, где эта 
строгость могла бы загромоздить техническими подроб- 
ностями идейную сторону метода. В частности, здесь со- 
вершенно не затронут вопрос об оценках интегральных 
операторов Фурье в пространствах С. Л. Соболева. Точ- 
ные и строгие формулировки всех понятий и теорем, со- 
держащихся в них, читатель найдет в $$ 7.1—7.5. 

В качестве первого примера рассмотрим задачу Копи 


i =H (p) и, ij 
U| 9 = 0), 


где Н(р) — псевдодифференциальный оператор с веще- 
ственным символом Н (р), не зависящим от х= (х!,. 
..., 4") и положительно однородным порядка | по p= 


= (р+,..., Pn): 
Hi(p) = Fossil (р) Ех-р. 


7 . д 
В частности, p= в . Здесь и далее через Fy.» мы 
x 


оли. „Пао Se ee Tee 
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будем обозначать оператор преобразования Фурье 


F,-p if) = f exp{—ics F(x) ах, 
(2n)/? 

Rn °° 

а через F,,,—onepaTop обратного преобразования 

Фурье. 

Метод, который мы применим для решения задачи 
(1), не есть метод интегральных операторов Фурье, од- 
нако формулы, которые мы получим для решения, по- 
служат нам в дальнейшем моделью для построения ре- 
шений (в более сложных ситуациях) методом интеграль- 
ных операторов Фурье. 

Для решения задачи (1) сделаем преобразование 
Фурье по переменным x, обозначив й (р, t) =Е.-. ши]. По- 
лучим 


НФ, =. 


В результате получена задача Коши для обыкновенного 
дифференциального уравнения, решение которой можно 
представить в виде 


1 (p, ) = (р) с". 
Решение задачи (1) запишем в следующей форме: 
u(x, t= РФ (p)exp (—#H (фу = | K(x, у, 0Ф (0) dy, 
. Q) 
где 


Кид = — 


(Qn)? 


\ exp {i [< р, x — у> —tH (р)]} ар = 


= Ра-у(ехр (iS (x, & #))\, (3) 
5 (х, С, t) = — & x» —tH (— §), 


причем сходимость последнего интеграла нужно пони- 
мать’ в пространстве обобщенных функций О’(В"Х В”) 
по переменным (x, у). При этом формула (2) дает реше- 
ние задачи (1) в обобщенном смысле при начальной 
функции ф(х) Со (В”). Более точное исследование 
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пространств, в которых разрешимы задача (1) и анало- 
гичные ей задачи, будет дано ниже. Отметим, что фор- 
мулы (2) и (3) представляют собой простейший пример 
интегрального оператора Фурье. 

Рассмотрим теперь более сложную задачу 


‚'д и 
15 =Нхрии|_,=Ф(). (4) 


Будем искать решение этой задачи в форме, аналогич- 
ной (2): : 


u(x) = | Ко, и, to) dy. 
RB 


Подставляя это выражение в задачу (4), получаем, что 


для любого начального данного ф(и) =Со (R") функция 
К должна быть решением задачи 


д ~ № 
К у, 1) —Н (2, x; РУК (x, У, t) =0, 6) 


K(x, у, 0) =6(x—y) 


(оператор H(x, р) действует только по переменным X). 
Мы будем искать не точное решение задачи (5), а так 
называемую асимптотику по гладкости. Иными словами, 
мы найдем такую функцию K(x, y, №, чтобы при подста- 
новке ее в задачу (5) правые и левые части отличались 
на достаточно гладкую функцию переменных x, у, #. Это 
позволит провести редукцию задачи (4) к интегральному 
уравнению вольтерровского типа. 

Приступим к решению поставленной задачи. Прежде 
всего представим начальные данные в следующей специ- 
альной форме: 


K (% у, 0) = 8 (x —y) = РП)" exp(—i<x, Е). (6) 


Будем искать асимптотическое решение задачи (5) по 
аналогии с формулой (3) в виде 


К (x, yt) = Ри [ехр ($ (х, 0) @®а(% 60 (7) 
причем функция S(x, ЕЁ, #) считается однородной по 
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переменной & первой степени, 


м 

а (х, &, t) = S| an (x, 2 t), (8) 

n=0 . 

и функции a;(x, &, #) однородны по — степени j. Функция 

5(Е), введенная для устранения особенности при E=0 в 

формуле (7), равна 0 в окрестности нуля и 1 в окрестно- 

сти бесконечности. Отметим, что изменение функции 5(Е) 

влечет изменение K(x, у, #) на бесконечно гладкую функ- 
цию переменных X, и, #. 

Легко видеть, что чем больше отрицательная степень 
однородности функции а в формуле (7), тем более глад- 
кую функцию K(x, у, t) эта формула определяет, по- 
скольку интегралы в (7) сходятся тем лучше, чем быстрее 
функция а убывает при |&|->о°. Поэтому разложение (8) 
функции а отвечает разложению ядра K(x, у, №) по глад- 
кости. 

Подставляя выражения (6) и (7) в задачу (5), по- 
лучим 


i= [exp GS (EDF @Oa(x,& d= 
= H(t, x, р) [ер ($ (х, & 4) S@ a(x & y 
exp (iS (x, & 0)) a(x, & 0)5 © =1/(2n)" exp (—i<x,B)C@). 


(Введение в начальное условие множителя E(E) приво- 
дит, очевидно, к изменению начального условия задачи 
(5) на бесконечно дифференцируемую функцию.) :, 

Воспользовавшись определением оператора Н(х, р} 
и методом стационарной фазы, нетрудно получить ра- 
венство 
Н ¢, x plex (SED) 5 ®Ф(%Ь 01 = 

= exp (iS (6 & NEO {H(t x =) ae 

|e ( =] д 1 02$ OH | 


— {| — ‚— 
др Ox 


dx! 2 дх! ax* Op; Op, 


- a 
+3) Po (68 =) БОР 0, 


r=2 


i 


`. 


252 ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ ФУРЬЕ (ГЛ. УП 


где операторы Р-, есть дифференциальные операторы по 
х порядка г с однородными по Ё порядка —r коэффици- 
ентами, а F(x, Е, № представляют собой сумму однород- 
ных по & функций порядка не выше — №. Подставляя 
последнее выражение в (9) и разделяя по степеням 
однородности по &, получим в старшем члене уравнения 
для S: 

95 95 

+, = 6, 

(10) 
$ (x, & 0) = — <x, &. 


В целях удобства дальнейшего изложения теории мы 
будем рассматривать х и Ё как независимые переменные, 
не обращая внимания на то, что & входит в задачу (10) 
в качестве параметра. Иначе говоря, мы будем рассмат- 
ривать задачу (10) как частный случай более общей 
задачи 
+ Я (1 x, —, >, =) =0, 
(11) 
5 (x, a 0) = So (x, 5 =o (X, 5» 


для специальной функции 
A(t, X,Y, р, §) =H (x, $, р), 


не зависящей от переменных уи &. 

Решение задачи (11} проводится методом характери- 
стик. Дадим описание начальных данных этой задачи с 
помощью многообразия L, в фазовом пространстве В*"Ф 
ФК,, с координатами (x, у, р, &): 


Го = {, у, P, Эи= В = 5 p= SD ah 
(12) 


При этом функция S,(x, &) может быть восстановлена по 
многообразию L, как однородное (степени 1) решение 
уравнения Пфаффа на L,: 


dS, = pdx — y dé. 


Отметим, что такое решение существует, так как много- 


ГЛ. УП] ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ ФУРЬЕ 253 


образие Ly является лагранжевым, 
dp /\dx + d§ /\dy|,, =0, 


и коническим, т. е. вместе с точкой (x, у, р, Ё) =Ё много- 
образие L содержит весь луч (x, у, Ap, ЛЕ} EL, ASR,, где 
В, — множество положительных вещественных чисел. 
При этом решение $ (х, Е, #) задачи (11) при достаточно 
малых ¢ может быть получено следующим образом. Рас- 
смотрим операцию сдвига вдоль траекторий системы Га- 
мильтона 
ve of . aH :;, _ On at 


— = — ый =, = —— 


др; дх! 05, ди! 


В результате операции сдвига точек многообразия Ly в 

момент # получается новое многообразие L;. Положим 

[= |] Г.. Рассмотрим такой малый интервал значений 
t 


параметра 1, чтобы многообразие Г диффеоморфно про- 
ектировалось на плоскость (x, &) фазового пространст- 
ва. Тогда функция S(x, &, 7) может быть получена как 
решение уравнения Пфаффа на многообразии L: 


dS = pdx—yd&—H (1, x, р) dt. 

Для случая системы (10), когда A не зависит от и, Ё, 
система Гамильтона принимает вид 

ya eee p= — OH (t, х, р) 

Pj Ox! 

Решение системы Гамильтона (13) с начальными усло- 
виями (12) допускает следующую интерпретацию. Рас- 
смотрим изоморфизм 
1: TR") = 

= В" ФК» > Т* (R") x Г* В") = В" ФВ,) х В" ФВ), 
который задается формулой 

i (%, у, р, Е) = ((х, P), (y, —&)). 

Образ 1 ([.) многообразия Г. при этом изоморфизме есть 


диагональ пространства 7*(R*) Х Т* (В"). Сдвиг на фик- 
сированное время Ё вдоль траекторий системы (13) в 


, yi =0, & =0. (13) 
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пространстве 7*(В") ФТ* (В”) определяет каноническое 
отображение 


(y, 8) (%, р) = (X(4, 9, §), P(t y, 9), 


где Х, Р — решения системы (13) < начальными данны- 
ми Х (0, y, Е) =y, Р(0, у, Е) =&. Нетрудно видеть, что j(L:) 
есть график этого канонического отображения. 

Если записать уравнение в задаче (4) в виде 


Жехр, Ви = (1. +Н6 x, p))a=0, 


где оператору & отвечает символ E+H(t, x, р), E— 
двойственная к # переменная и Ё= = ‚ то можно от- 


метить также следующую трактовку многообразия Г, ко- 
торая понадобится нам в дальнейшем. Вложим много- 
образие L в расширенное фазовое пространство В?"+:Ф 
ФК... с координатами (ft, x, р, Е), задав новую коорди- 
нату Е по формуле 


AOS abe. 
В H (t, x, р). 


Тогда многообразие Г, рассматриваемое в этом прост- 
ранстве, есть лагранжево многообразие относительно 
формы dp/\dx+dE/\dt, лежащее целиком в множестве 
нулей символа Е--Н (t, x, р). 

Обратимся теперь к уравнению для функции а. (х, &, 
Г) (см. формулу (8)). Выделяя в уравнении (9) члены 
нулевой степени однородности по £, мы получим ypaBHe- 
ние для определения a: 


[2 dH od | 1 _ 8S ФН 


— a 4 x, 5 t =0, 
Ot © Op; dx! 2 ax! ax’ Op, = a ( ) 


(14) 
Ay (x, & 0) = 1/(2л)"^. 
Пользуясь тем, что многообразие Ё, при рассматривае- 


мых ¢ диффеоморфно проектируется на плоскость (x, &), 
поднимем функцию а. (х, &, #) на многообразие L={(J Ly. 
t 


Отметим, что при этом 
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где 4/4! — производная вдоль траекторий системы Га- 
мильтона (13). Таким образом, задачу (14) можно пе- 
реписать в виде 


d 1 0$ 6H 
—+— —— (x, t, p) [4 =0, 
Е 2 ax! ax* Op; ap, |“ 


(15) 
4 


4 = — omit $ 


Обозначим теперь 
= det PX wD || Е 
J det | Dy | Ne J lass 1 ы 


Очевидно, /-! есть плотность меры и=4у/\ 4 относитель- 
но координат (x, &). Заметим, что эта мера инвариантна 
относительно сдвига вдоль траекторий системы Гамиль- 
тона (13). Отсюда можно вывести, что J удовлетворяет 
уравнению 

92Н OS д?Н 


(16) 
ax! Op, д! Ax* OP; бРь 


(in) = 


L 
Делая замену функции a,=q,-J-'””, мы приведем уравне- 
ние (15) с учетом соотношения (16) к виду 


d 1 @H 
Peak se Q =0, 


(17) 
® [png = 120)”. 


Нетрудно убедиться в том, что решения уравнений Ta- 
мильтона — Якоби (10) и уравнения переноса (17), по- 
лученные описанным способом, являются однородными 
функциями переменной Ё. Таким образом, мы получили 
следующий результат. При тех значениях р, при которых 
многообразие L, диффеоморфно проектируется на плос- 
кость (x, &), решение задачи (5) с точностью до более 
гладких функций может быть представлено в форме 


К (x, у, t) = Ру {exp (5 (x, 5 1)) а [31 7 (x, iS t) Фо(х, 2 В (18) 


где т — плотность меры ц, а $ и $. являются решениями 
задач (10) и (17) соответственно. 


ye 
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Рассмотрим теперь вопрос о том, в каком виде нужно 
искать решение задачи (5) при тех значениях $, где MHO- 
гообразие Г, не проектируется диффеоморфно на плос- 
кость (x, Ё). Поскольку, как показано выше, L, есть гра- 
фик канонического отображения, то для каждой точки 
a многообразия L, существует плоскость вида 


(x's, eae Е Piggy sey Pins 5) = (x, рт, 5), 


на которую окрестность точки & многообразия L; проек- 
тируется однозначно (лемма 1.1 гл. П). Здесь (i, ...,&, 
Иль ..., т) — перестановка (1,...,п),/==.(,...,&), = 
= (inst, ..., i.) — дополнение к J в множестве [п] == (1, ... 
..., 2). Множество на L с координатами (х", р-, 5, #) мы 


будем называть канонической картой. Отметим, что рас- 
смотренный выше случай отвечает [={п], T= ©. Вычисле- 
ниями, аналогичными проведенным выше, нетрудно по- 
казать, что в карте Ц; с координатами (x, рт, &, ¢) реше- 


ние задачи (5) может быть получено в виде 


T 
причем функция $, определяется соотношением 
dS; = рух! — xf арг —У4Е-Н( x, p) dt, 


tr есть плотность меры ft относительно координат (x', ру 


E), а функция фь есть решение уравнения (17). Более то- 
го, для каждых двух карт U, и И, можно выбрать ветви 
корня, входящего в (19) таким образом, чтобы выраже- 
ния (18) и (19) совпадали по модулю более гладких 
функций. Отметим тот факт, что функция фь становится 
функцией, глобально определенной на многообразии L 
только благодаря введению дополнительного множителя 


Yur. Более того, эта функция удовлетворяет глобальному 
на многообразии L уравнению (17). 
Остался еще открытым вопрос о том, можно ли вы- 


брать ветвь корня Vu; во всех картах сразу так, чтобы 
выражения (19) определяли одну и ту же функцию (по 
модулю более гладких функций). Многообразия, на ко- 
торых такой выбор может быть произведен, называются 
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квантованными многообразиями. Подробное обсуждение 
этого понятия мы проведем в основном тексте главы. 

Таким образом, мы получили следующий результат. 
Решение задачи (5) по модулю более гладких функций 
при всех (x, у, Ё) можно записать в виде . 


K (% = У Р-Р _ тер GS) QV er ver, (20) 
1 Г 


где суммирование проводится по каноническим картам 
И: многообразия L при данном 7, а е, — разбиение еди- 
ницы, подчиненное покрытию {U,}. Функцию (20) мы 
будем называть каноническим распределением, а опе- 
ратор (2) с ядром (20) — интегральным оператором 
Фурье. 

Рассмотрим теперь задачу (4) на замкнутом ком- 
пактном многообразии М без края. Все приведенные рас- 
суждения без труда обобщаются на этот случай. Однако 
следует учесть следующее обстоятельство. Выражение 


| K(x, у) Ку) 4у не является корректным Ha многообра- 


зии М, поскольку оно меняется при замене локальной си- 
стемы координат. Однако, если предположить, что f u К 
являются плотностями порядка 1/2, т. е. при замене ко- 
ординат преобразуются по формулам 


Е 


rw=rowy ||" 


то указанное выражение корректно определено на М и 
задает плотность порядка 1/2, зависящую от хеМ. Поэ- 
тому при рассмотрении этого случая мы будем считать, 
что задача (4) рассматривается не на функциях, а на 
плотностях порядка 1/2. Переход к случаю функций до- 
стигается делением на некоторую стандартную плот- 
ность порядка 1/2. 

В последнее время теория интегральных операторов 
Маслова нашла применение в широком круге вопросов, 
связанных с исследованием локальной и глобальной раз- 
решимости линейных уравнений, задачами классифика- 
ции уравнений, изучением волновых фронтов решений, 


“ls 


’ 


ox 
ax! 


9 Мищенко и др. 
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построением асимптотик и др. Покажем, например, как 
работает техника интегральных операторов в задаче о по- 
строении преобразования псевдодифференциальных опе- 
раторов, отвечающего каноническому диффеоморфизму 
фазового пространства. Как известно, решение этой за- 
дачи, данное Ю. В. Егоровым, привело к важным и глу- 
боким результатам в теории локальной разрешимости 
псевдодифференциальных уравнений. 

Постановка задачи такова. Пусть Я, (х, р), H.(x, p)— 
два однородных по переменным р символа на 


Г* (В) =R’OR,, 
и пусть 
2: Г*В" > Г*В" 
— однородный канонический диффеоморфизм такой, что 
5*(Н,) =Н,. 


Требуется построить с точностью до гладких функций та- 
кой оператор U,, что 


ОН, (х, p).Og = Hy (x Pp). (21) 
По аналогии с разобранным выше случаем перехода от 


задачи (4) к задаче (5) мы будем искать оператор И; в 
виде 


и = {K(x yuydy. (22) 
вп 


Подставляя формулу (22) в (21), получим уравнение для 
определения ядра K(x, и): 


[Hy (x, Р) — Hz (у, BK (x, у) =0. (23) 


Решение задачи (23) дается каноническим распреде- 
лением на (лагранжевом) многообразии 


L,=j-(graphg), 


причем в качестве меры выбирается фазовый объем (ин- 
вариантность которого гарантируется теоремой Лиу- 
вилля). 


plies елена ое те RE 
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§ 7.1. Канонические распределения 
в пространстве В” 


В этом параграфе дается конструктивное описание 
некоторого класса распределений в пространстве В”. 
Именно, для произвольного квантованного конического 
лагранжева погружения в T*R™\ {0} =Т. (R") с мерой 
ц строится оператор К, который мы называем гладким 
каноническим оператором на коническом лагранжевом 
погружении с мерой. Каноническими называются рас- 
пределения, которые принадлежат области значений 
оператора К. 

Пусть В” — n-MepHoe арифметическое векторное про- 
странство с координатами (x',..., x"). Обозначим через 
T,(R") кокасательное расслоение к пространству В” без 
точек нулевого сечения, снабженное симплектической 


структурой *) 
о=ар.Лах=ар ах. 


Определим на пространстве 7*(R") действие группы R, 
положительных вещественных чисел, считая 


A(x, р) = (х, Ap), AER. 


Пусть Ё — п-мерное гладкое многообразие, на KOTO- 
ром свободно действует группа К.. положительных веще- 
ственных чисел, и — гладкая невырожденная веществен- 
ная мера на Г. 

Определение 1.1. Гладкое погружение 


г * 
i: г Тов", 
перестановочное с действием группы R, называется ко- 


ническим лагранжевым погружением с мерой, если 
1°. Обратный образ на L формы w равен нулю: 


Го=0. 
2°, Мера и однородна, некоторого порядка т: 
№ =А” и для любого \ == Ry. (1.1) 
*) Здесь (x!,..., хп, рь..., Pn) — естественные координаты в 


T*(R*). 


ro 


9* 
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Определение 1.2. Коническое лагранжево погру- 
жение называется квантованным, если индекс ind y про- 
извольного цикла у на многообразии L сравним с нулем 
по модулю 4 (т. е. ind определяет нулевой элемент epyn- 
пы НМ, 2) ): 


ind y==0 (mod 4) *). (1.2) 
Обозначим через Q следующую форму на Ть (В"): 
@=рах= рах. 


Лемма 1.1. Пусть { — коническое лагранжево по- 
гружение. Тогда 


го =0. (1.3) 
Доказательство. Поскольку вектор р > касате- 
лен к погруженному многообразию i(L) и Г4а@ = 0, Td 


р-° |409 =0. 
др 
Поскольку 
д а = 
Pa ee РР _} 4х /лар = pdx, 


имеем 
ИИ Gage 
p— ГО =i (As. 
Op Op 
Лемма доказана. 

Мы будем рассматривать только квантованные кони- 
ческие лагранжевы погружения, т. е. такие, для которых 
выполнены равенства (1.2), (1.3). 

Лемма 1.2. Пусть i — коническое лагранжево погру- 
жение многообразия L, aj=L — произвольная точка. Cy- 
ществуют такая окрестность У точки a и такой набор ин- 
дексов 


| da) iO: 


1={,..., й}е [1] = (1,2, ..., п}, 
T= {lea . 2. Ш} = [И] Е, 


*) Через ind y обозначается удвоенное значение коцикла С“), 
определенного в § 4.1 на цикле у. 
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что функции 


rf 
(x4, р-) (x4, ... у x, Pippy obey Pi, ) 


образуют локальную каноническую систему координат в 
окрестности У. (Здесь и далее мы для краткости пишем 
x' вместо i*x' ит. д.) 

Замечание. Так как коническое множество в То В" 
не может диффеоморфно проектироваться на х-пло- 
скость p=const, то в случае конического лагранжева по- 
гружения канонический атлас не содержит карт Оз, для 
которых J=. 

Пусть U; — одна из карт канонического атласа. Мера 
и может быть записана в локальных координатах: 


ии, = pdx! /\ 4р-. (1.4) 


Из условия квантования (1.2) следует, что в коцепи 
{arg wi} ветви arg и; аргумента плотности меры в раз- 
личных картах канонического атласа могут быть выбра- 
ны таким образом, что в пересечениях карт (И (10, 


arg by — ар = У ам + |1, |л (nod 2%). (1.5) 


Здесь =1ОТ, L=INI, Is=JNI, L=1US, |1.| — число 
элементов множества [,, A, — собственные значения мат- 
рицы 


9 (— Py, х!) 
д (x!s, р1,) 


При вычислении частных производных по х* и py, элемен- 
ты рь и x" рассматриваются как функции локальных ко- 
ординат (х', р:) в карте U; 


‚ — 31/2 ав < п/9. 


Pr, = Pr, (х!, pz), Хх! = #13 (#1, p35). 


В дальнейшем предполагается зафиксированным набор 
{arg wr}, удовлетворяющий условию (1.5). 
Следующая лемма носит технический характер. 


Лемма 1.3. Функция иг(х', pz) однородна по пере- 
менным p> порядка т—|Т\|, где т — порядок однороднос- 
ти меры п (см. равенство (1.1). 


х 
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Доказательство. Воспользовавшись равенства- 
ми (1.1) и (1.4), получим 
А = № = А" (ur (51, pp) dx! Л ар; = 


= py (0, Хр) 4х! Дар = МИ (Ар dx! арт 


Сравнивая получившееся выражение с (1.4), получаем, 
что ‘ 


wr (Г, pq) = МИ (24, dps), 


т.е. wy (<4, Ар-) = "Шур и (х!, pz). Лемма доказана. 


Определим теперь другую коцепь канонического по- 
крытия — действие. Рассмотрим в карте И, функцию дей- 
ствия S,(x', py), которая определяется из уравнения 


Пфаффа 
dS; = pdx! — хр. (1.6) 


Здесь py == ри(х/, pz), x? = x1 (x!, ру) — функции локаль- 
ных координат в карте U;. Уравнение (1.6) разрешимо, 


так как форма, стоящая в его правой части, замкнута (ее 
дифференциал равен о). Функция $, определена с точ- 
ностью до прибавления произвольной постоянной. Чтобы 
избавиться от произвола в определении функции S;, по- 
требуем, чтобы она была однородной функцией степени | 
переменных рт. 


Лемма 1.4. Функция 
$1 (х', py) = — x! (1, pp) р7 (1.7) 


однородна степени 1 относительно переменных рт, и удо- 


влетворяет уравнению (1.6). 
Доказательство. Так как форма 


ГО = pdx = pdx! + ртах! 
равна нулю на L, то мы можем записать 
dS; = —4 (x'p;) = рае —d(x'p) = 
= pdx! | pdx! — хр: — pdx! = prix! — х рт, 


т.е. уравнение (1.6) удовлетворяется. 
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Функция x! (x! рт) однородна относительно перемен- 
ных Pz степени 0: действительно, равенство ХТ = 
=х/(х!, рт) означает, что для некоторого a x! = х! (а), х! = 
= x! (а), pj = pz (а), где x (а), р (а) — функции, задающие 
вложение i: И, Т, (В"). Полагая В==Аа и пользуясь 
тем, что { — коническое отображение, получим x/ = х/ (В), 
x! == x! (В), Арт = р: В), т.е. х! (x!, pz) = x! = x! (x4, АРТ. 
Лемма доказана, 

В дальнейшем мы будем опускать подобные доказа- 
тельства однородности различных функций. 

Из первого условия квантования (1.3) следует, что 


функции $; можно выбрать так, что в пересечениях карт 
ОПУ; выполнены равенства 


Sy -—S;= xp, —xhp,, (1 .8) 


где /, u /, — те же множества, что ив (1.5). Легко ви- 
деть, что построенные нами функции (1.7) как раз удов- 
летворяют этому условию: 


— x" py + хр = x!" — 8 ™ Rg = хбр, — хНрь,. 


Теперь мы можем определить гладкий канонический 
оператор на коническом лагранжевом погружении с ме- 
рой. Пусть 0'(Г) — пространство гладких однородных 
порядка [ функций |: [->С таких, что множество 
л (зирр f), где л: [—[Ё/В-. — естественная проекция, ком- 
пактно. Пусть O'(L) — прямая сумма 


0' (Г) = @O'W, 
Ра 


O'(U;) — пространство функций из O'(L) с носителем в 
карте U,, Пусть гладкая функция х(р) равна нулю при 
|p| < аи и единице при |p| Ses, где ey, & — некоторые по- 
ложительные числа, =, < в». 

Определение 1.3. Гладким элементарным кано- 
ническим оператором К; в карте И; называется оператор 


Ky: OU) + 5’ В") (1.9) 
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вида 
КР, т 


x {exp (Sz (*!, р) вы (4, Pp) 0 (4, Pz) % (Or (*!, РЗ, PD 
(1.10) 
Здесь F _„т-— Обратное преобразование Фурье: 
1 


Fatt = 2a)" [ор РЭ f(D py. 
7 


Значение квадратного корня Тр, (х", р-7) однозначно за- 
фиксировано выбором ветви аргумента arg pr. 
Лемма 1.5. Оператор (1.9) по модулю гладких 
функций не зависит от выбора функции х(р). 
Доказательство. Пусть %’(р) — другая функ- 
ция, удовлетворяющая тем же условиям, что и х(р). 
Тогда 


Kip —Kig = Foal fexp @Sr(e!, р) У ви (4, РП 
xp (x, рт) (KM (Pr, РЭ —% (Pr, mop 


— гладкая функция, так Kak Х’(рь, Ру. —Х(рРь р) = 
=X" (ри(х', рт), Pp) —Х (Pr (x1, рт), Pz) — финитная функция 
переменных Dj: 

Следующие две тезремы устанавливают свойства опе- 
раторов K;. 


Теорема 1.6. Оператор К; действует в простран- 
ствах 


Kr: 0' U;) Н* (В") 


при $<—т/2—1[ (напомним, что т — порядок однород- 
ности меры ци). 

Теорема 1.7. Коцепь {Ky} является коциклом то 
модулю элементов = пространства — Н*+(В 
5=<=т/2-1, т. е. для любой функции peouunu. 


Krp— Kip eH (R"), sco —m2—l. (1.1) 


$ 7.1 КАНОНИЧЕСКИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ R” 265 


Так как, очевидно, на многообразии L существует раз- 
биение единицы {e;}, однородное, порядка 0, и подчинен- 
ное каноническому покрытию, то стандартными рассуж- 
дениями получаем 


Следствие. Существует единственный оператор 
К: 0' (Г) > HS (R")/H™ В"), s< — m/2—1, 
совпадающий с коцепью {K;}, Он задается формулой 
Kg = >! К; (#19). 
т 


Оператор К называется гладким каноническим опера- 
тором Маслова на квантованном коническом лагранже- 


вом погружении Г, с мерой p, а распределения вида Кф — 
каноническими распределениями. 

Замечание. Как и в главе VI, используя опера- 
торы V;;, можно построить операторный коцикл К с точ- 
ностью до распределения произвольной гладкости. 

Доказательство теоремы 1.6. Вычислим 
норму функции (1.10) в пространстве H*(R"). Достаточ- 
но проделать это для случая, когда ф(х1, Pz) — однород- 
ная функция порядка однородности k<l, Обозначим 


a(x, р) = Ум (7, 7) Ф(!, РР Х (ри, РЗ, 23. 
Используя лемму 1.3, получаем, что при больших |ру| 
a(x!, pj) — однородная функция переменных pz поряд- 
ка k + aot Преобразование Фурье функции Кю 
равно 

(Kr) (р) = Ри ›дехр ES (2, РП) a (#4, pp}. (1.12) 


Рассмотрим выражение (1+ *)**(Krp)(p), rae 
5=ЕВ — произвольное число. Представим $ в виде 
5=2№--$., где N— неотрицательное целое число, а $,=0. 
Получим 


(1 + p*)*? (КФ) (р) = , 
= (14 PYF tf | 1 + Pi) exp(iS(x!, рен) = 
x] . 
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НИ Ел. [екр (8 6, ру) (1 — (= 1. 
> (x!, рт) y+ pi) a (x4, pF } = 


= (1+ PYF rg exp GS (x, 27) 6 (x4, pz} 


+i 


где b(x', p;) — конечная сумма гладких функций, финит- 
ных по переменным XxX’ и однородных по переменным рт, 


порядок однородности которых не превышает числа {= 
=k+(m—|T|)/2+2N. 
Вычислим норму функций Kip в пространстве H*(R"): 


Кю = { (1 + py | КФ) Рар = 
= J (+P) | Fer {ехр GS (#4, pp) 6 (4, ро} Рар < 
< | Ч +27“ | Fars, {exp GS (24, 77) (и, Pp} dp = 
= [@ + pA exp {i (S 07, р —S (V4, pz) — ри + Иру} 
x b(x!, pz) (y!, p;) dx!dyldp,dp; = 
= [+ 2)“ exp {6 ($ 4, рт) — 5 (91, рт} (x4, pp) x 
x b(y!, pz) 8(x! — y!) dx'dyldp; = 
= f+ pp) 1b (x4, ро Paxtdpz < с { (1 + 29 dp. 
Последний интеграл сходится, если s,+¢< |I|/2, т. е. ec- 
ли s<(—k—m/2<—I—m/2. Теорема 1.6 доказана. 


Доказательство теоремы 1.7. Пусть функ- 

ция ФЕЙ" (ИП И,). Введем обозначения: 
< = (®,, ... On) = 5" ", Op, = Pe 
\p\ 

При больших |p| Фурье-преобразование (1.12) функций 
К и Ky может быть записано в виде 
~ 1428 
Krp(p) = |p| * (—E| p/n)" x 
x \ exp {#|р| (—х'®г + 51 (х', @3))} Vu (x!, от) ф (x/, @5)dx!, 


(1.13) 
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men 


Кр р * (—ilp ИАА 
с. {i | P| (— xo, + Ss (x, o5))} Ум (x’, 5) P(x’, @7)4х7. 
(1.14) 


Покажем, что при любом М для интеграла (1.13) име- 
ет место асимптотическое разложение 


РЁ (—i|p ул" | exp {i| p| (— x4or + их, 7))} x 
x V 12, © (x!, 07) 0 (x4, @7) dx! = 


mon 


= pl eae aaa — х®/- $, (x7, 05))}x 
а ae Rule o, |p|). (1.15) 


OSRSN 


Здесь @,(x’, w7) — гладкие функции с носителем в Kap- 
te U,, 


(x, 07) = Ум (x!, 5) p(x", 05), 


a Ry(o, |p|) — остаточный член разложения, удовлетво- 
ряющий неравенству 


| Вх(®, р] )|<С(1+|р|)-", (1.16) 


где №’ — целое число, отличающееся от номера М на кон- 
станту, не зависящую от параметров т, Ги размерности 
пространства. 

Из существования асимптотического разложения 
(1.15) вытекает утверждение теоремы 1.7. Действитель- 
но, первый член суммы (1.15) совпадает с (1.14), обрат- 
ное преобразование Фурье остальных членов суммы 
представляет — собой распределение вида  K,yq, 
феО!-*(ИПО,,), и по теореме 1.6 принадлежит простран- 
ству Н**!, з<—т/2—1[. Наконец, при достаточно боль- 
wom N обратное преобразование Фурье функции 
Кк(®, |p|) также принадлежит Н*+'. 

о амечание. Из наших рассуждений следует, что 
‘Ha самом деле имеет место более тонкое утверждение, 
чем (1.11): разность Kixp—K sp всегда может быть запи- 
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сана в виде А,ф, +[, где ф.ЕО'-*(ИО,), а f — распре- 

деление произвольной наперед заданной гладкости. Хо- 

тя в формуле (1.15) параметры w=p/|p| связаны усло- 
n 


вием >) = т.е. ое5"-!, нам будет удобнее доказы- 
{=1 

вать соотношение (1.15) в более общем виде, считая, что 
параметры в; независимы между собой. Получающаяся 
при этом оценка остаточного члена (1.16) будет локаль- 
но равномерной относительно параметров w. Так как. 
сфера 5"”-' компактна, то для SS" оценка будет рав- 
номерной. | | 

Обозначая |p| =1/h, мы видим, что разложение (1.15) 
представляет собой хорошо известную теорему о коцик- 
личности канонического оператора в 1/й-теории, изло- 
женной в главе VI, причем (®:,..., On) играют роль «фи- 
зических» переменных, а (—х',..., —x") — роль двой- 
ственных к ® импульсов. Таким образом, для дока- 
зательства существования разложения (1.15) — (1.16) 
достаточно проверить выполнение условий теоремы о 
.коцикличности. Иными словами, нужно доказать, что 

а) функции S(—n’, yz) и Ss(—n’, yz) определяют од- 
HO и то же лагранжево многообразие М в пространстве 
переменных (у, 1); 

6) эти функции согласованы, т. е. 

$1 — бу == yl, — 9M, 

(изменение знака по сравнению с (1.14) объясняется 
тем, что теперь множества J и J поменялись ролями); 

в) функции 


Г J 
(= Пит 97) и (= 1s (— 04, 99) 
представляют собой плотности одной и той же меры ив 

координатах (ут, п") и (Ут, п”) соответственно, причем 


arg (— 1) — arg (— 1), = S) ag № + |1з | (mod 47), 
(1.17) 
хак м-р п, 
где A, — собственные значения матрицы 
a(— 7, ¥1,) 
д (ут, 17) ; 
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Проверка условий a), 6), в) сводится к переписыва- 
нию формул (1.4), (1.5), (1.6), (1.8) в обозначениях 
x=—y, p=y. Докажем, например, формулу (1.17) (это 
единственное, что может вызвать некоторые затрудне- 
ния). Очевидно, матрица 


д (nf, Ут.) =: д (x's, P7,) 
A(yz,.n2) ЭФ.) 


подобна матрице 
д (— py, x") 
д (х!*, Py) 
Преобразование подобия осуществляется матрицей 
hoods 
Е 0 


I, 
C= 0 —Е 


I 
Поэтому она имеет Te же самые собственные значения 
An Теперь (1.17) следует из (1.5), так как 


а 3) = 
я МУП“ =0. 


Теорема 1.7 доказана. 

Перейдем к следующему важному понятию теории ка- 
нонических распределений в К" — понятию ассоцииро- 
ванности. Пусть Н — псевдодифференциальный опера- 
тор в В" порядка г с вещественным главным символом 
H,(x, р), К — гладкий канонический оператор на погру- 
жении Ё с мерой ц. 

Определение 1.4. Оператор К (и всякое канони- 
ческое распределение вида Кф) называется ассоцииро- 
ванным с псевдодифференциальным оператором Н, если 
выполнены следующие условия: 


г. РН, = 0. 
on Фин = 0. 


Здесь Фин, — производная Ли вдоль векторного по- 
ля V(H,), V(H,) — гамильтоново векторное поле, порож- 
денное символом НД, я 
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Теорема 1.8. Пусть К — гладкий канонический 
оператор на квантованном коническом лагранжевом по- 
гружении i: [-—ТоВ" с мерой р, Н(х, р) — символ, стар- 
шая часть которого имеет степень однородности г. Тогда 
для любой функции феЕО'(Г) имеет место формула ком- 
мутации 


ИКф = КН) (под HR"), з<1—т. 


Если оператор К, кроме того, ассоциирован с символом - 
Н(х, р), то 


НКф = KPq (mod Н*"* (В")), з<—1— т, (1.18) 


где f — оператор переноса, 


2 


oH, д OH, д 1 OH, 
м-в 
др ox дх др дх'др; 


Доказательство. Из теоремы 1.7 о коциклич- 
ности следует, что доказательство достаточно провести 
для случая, когда носитель функции ф сосредоточен це- 
ликом в одной канонической карте, т. е. 


Ko = (exp i (pz + 51 (х', ру} У лы (1, pp) 9 (4, РР) dp. 
(1.19) 

Очевидно также, что достаточно рассмотреть случай 

Н(х, р) =Н,(х, р). Применяя оператор H=H (+ — >.) 

к функции (1.19), получим 

НКф =\ exp {i (хр + $1 (x!, р:))} Н (=. Е 

aS, ~ 95, 

а. pr) Ув р-)| арт. 

7 

Здесь Е oe м Пусть = НН, x7 — 

ax!” op; . ь 


a, . 95, 


Me РНР г). а(х', pi) — однородная функция 
$ 
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степени J. Пользуясь тем, что Н — однородная функция 
степени г, можно представить Га в следующем виде: 
р сад OS; .д 
Га (x!, Wp) = Н {x!, — —— ——*(x/, aps), —i— + 
(0, AP; А ap, др. Г. д. 


os 
+ ot (x4, АРУ, ip; | a (x, Арт == 


= АНН (xf Bee EE НЕ 
9 Op, . ^ дл! | 


9$ 
а м (x!, Арт), Pr) а (х', р), %>90. (1.20) 
Ix 


Разлагая правую часть (1.20) по формулам для 1/й-псев- 
додифференциальных операторов, получаем 


Га (x4, АР?) = 


и го го 
aes Alte AH, x i ee a ee a xf, -) + 
2 Pr Wael’ ар, (x!, PF 


++ Ry (&!, pps MANY, (1.21) 


причем функция Ry (х', pz, 4) ограничена вместе со всеми 
производными равномерно пой & (0, со}, если (x/, pz) Е У, 
где У — произвольное компактное множество в R’ ® R;. 
Сделаем в формуле (1.21) замену Ap; = 97. Тогда имеем 


N = , 
Га (x!, 3) = MTS AHA, | х! ae ee See oe 
1 = ^^’ дк’ Л Ope 
k=0 1 
9 : т 
ха | xy, +) + Ry | x!, wwe А-м-ьН+ь, 


Полагая 4=|q;|, мы получаем, что при достаточно боль- 
WOM A остаточный член в формуле (1.16) убывает как лю- 
бая наперед заданная отрицательная степень |97\. От- 
сюда следует, что для доказательства теоремы можно 
применить разложение (1.21) и, таким образом, теорема 
1.8 вытекает из теоремы о коммутации в 1/h-reopuu 
(см. гл. УП. 


х 
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Замечание. Из доказательства вытекает, что раз- 
ложение (1.18) можно продолжить. Именно, для любой 
канонической карты И; имеет место равенство 


ЯК = КФА (mod Н^ (R")), 


где М сколь угодно велико, а Ph — оператор, старший 
по однородности член которого совпадает с Я. Если вос- 
пользоваться формализмом операторов У„;, то из опера- 
торов Ph можно «склеить» глобальный оператор пере- 
носа, удовлетворяющий  соотношениям коммутации“ 
(1.18) с точностью (mod Н" (В")). 


§ 7.2. Канонические распределения 
на многообразиях 


В $ 7.1 были определены канонические распределения 
в пространстве R*. В этом параграфе мы дадим определе- 
ние канонических распределений на произвольном мно- 
гообразии М. Оказывается, что на многообразии удобнее 
работать не с собственно распределениями (функциона- 
лами на пространстве функций на многообразии), а с 
плотностями распределения порядка 1/2, т. е. с функцио- 
налами на пространстве гладких плотностей порядка 1/2. 
К определению этих объектов мы сейчас и перейдем. 

Определение 2.1. Плотностью порядка aR на 
многообразии М размерности п называется гладкое се- 
чение одномерного расслоения Q.—>M, слоем которого 
над точкой хеМ является множество таких отображе- 
ний 


©: A"T,M — С, 
что 
PAH = |^ 2 ©), 5еАТ,М, Лев. (2.1) 
Пусть ПО — координатная окрестность на многообразии 
М с координатами х,,..., Xn, тогда сечение реГ(®.) 


определяет функцию 
fe . и =» С 


по формуле 


ев (= Aba): (2.2) 
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Если У — другая координатная окрестность на многооб- 


разии М с координатами #,..., &,, то на пересечении 
ОПУ получаем 
~~ д д ы 
fo (x (x) = °(aE\ we би | = 
Ky Ox, 
Ox, д д 
ел... 2), 


или, пользуясь (2.1) и (2.2), 


о = [det 1.69. 2.3) 


Таким образом, плотность р порядка их можно pac- 
сматривать как набор {№} функций, определенных в ко- 
ординатных окрестностях многообразия М и удовлетво- 
ряющих на пересечениях этих окрестностей условиям 
склейки (2.3). 

Как легко видеть из равенства (2.3), плотности 
о=Г(2,) — это просто гладкие функции на М, плотно- 
сти p@I'(Q,) — гладкие меры на М. Действительно, если 
оеЕГ(О,), то интеграл 


\ fo(x)dx, UCM, 


U 


где функция f,(x), представляющая плотность рф в JO- 
кальной системе координат %4, ..., Xn, не зависит от вы- 
бора системы координат в окрестности И в силу равен- 
ства (2.3). Очевидно также, что если р, — плотность по- 
рядка «а, а р: — плотность порядка В, то 01P2 — плотность 
порядка a+. Естественно поэтому ввести следующее 
определение. 

Определение 2.2. Плотностью распределения по- 
рядка х называется линейный непрерывный функционал 
т пространстве Ty(Qs-«) финитных плотностей порядка 

—a*). 

Пространство плотностей распределений порядка a 

обозначим через Д.’ (М). Из предыдущих рассуждений 


рав) Сходимость в I'p(Qi-a) определяется точно так же, каки в 
"). и 
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ясно, что имеет место вложение 


Г (Qe) с Da (M). 


Далее будет рассматриваться только случай a = 1/2. 
Через Н!, (М) обозначим множество таких плотностей 


Р=Д,з (М), что для любой координатной окрестности U 
распределение f (x), представляющее плотность P, приназ- 
лежит пространству: H foc (0). 


Пусть теперь М — гладкое многообразие размерности 
п, ТМ — кокасательное расслоение на М. Как извест- 
но, формы Q и ®, выражения для которых в локальной 
системе координат (х, р) есть соотвественно © =рах и 
o=dp/\dx, представляют собой инвариантно определен- 
ные формы на 7°M. Поэтому точно так же, как ив $ 7.1, 
можно определить квантованное коническое лагранжево 
погружение 


i: L+T*M 
с однородной мерой p степени т. Пусть (х, р) Ei(L). 
Выберем на М некоторую систему координат х., ..., Xn в 


окрестности И точки х› и тем самым изоморфизм 
№ д (О)-ГВ 


(здесь л: Т`М-—М — естественная проекция). Применяя 
результаты предыдущего параграфа к погружению 


== Хой: #1 (nt) > ТВ", (2.4) 


построим для каждой функции фЕО'(Г'(л-*(0))) pac- 
пределение 

КФ=Н* (0), s<—l—m/2, 
где К — гладкий канонический оператор на вложении 


j (2.4). Если выбрать в U другую систему координат 
(и:,..., Yn), TO получается другое погружение 


Г: Г! U) - ТТ", 


другой гладкий канонический оператор К и другое рас- 
пределение КфеЕН*((0). 
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Оказывается, однако, что имеет место следующая 

Теорема 2.1. Распределения [Kg](x) и [КФ] (у) оп- 
ределяют по модулю Н!» (И) один и тот же элемент 
пространства На» (И), s<—Il—m/2. . 

Стандартная процедура, связанная с разбиением еди- 
ницы, приводит к следующему следствию. 

Следствие. Пусть дано лагранжево погружение 


i: [ГМ 
с мерой и. Существует единственный оператор 
К: 0' (L) — На (M/A (М), з< — 1 —my2, 


совпадающий в любой локальной системе координат с 
соответствующим оператором вида (2.4). 

Элементы пространства Н1»(М) вида Кф мы будем 
называть каноническими распределениями на многообра- 
зии М. 

Доказательство теоремы 2.1. Мы должны 
доказать, что 


[КФ] (x) — [Kgl (y) "eH (U). 


ax 
ду 


Можно считать, что окрестность UCM достаточно мала, 

так что i-'(m-*(U)) представляется в виде объединения 

im*(n~*(U)) =U'L, непересекающихся множеств Г, и для 
k 


всех & ограничение i|L, есть вложение. После этого каж- 
дое множество L, можно рассматривать по отдельности. 
Для сокращения обозначений мы будем отождествлять 
Г, с подмногообразием i(L,) CM, а индекс Ё будем опу- 
скать. 

Без ограничения общности можно считать, что носи- 
тель функции ф лежит в малой конической окрестности 
точки (Xo, ро), так что 


[КФ] (x) = Кл (x) (поаН*"' (0), 
р (2.5 
[КФ] (9) = Кур (и) (mod Н*" (0). 
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Напомним, что (х,..., Xa) =х, (У, ..., Yn) =у — два 
различных набора координатных функций в И, 


Кид = (1) exp Glely + ие, px 
х Ув (х, 21) $ (x4, pz) арт. 


9:5 


\ 


1 

0p 9p; 

(х» Po). Действительно, если это не так, TO в силу симмет- 
95 


Можно считать, что матрица равна 0 в точке 


PHM CTH матрицы, у нее имеется отличный от 0 


eS vv Os 
Г. хСГ. Поскольку ВЕ TO 


главный MHHOp 
уравнение 
95 
Zyl 
Хи = — xX = 
= др, ( ‚РР 


разрешимо относительно р, в конической окрестности 
точки Г (хе, Po). Это означает, что (х’, Xx, РТ.» } МОЖНО 


выбрать в качестве локальных координат в этой окрест- 
ности и по теореме о коцикличности 1.7 можно записать 


Киз (x) = Киукф (x) (mod Н**") 


({\jx обозначим снова через Г). Указанную процедуру 
будем продолжать до тех пор, пока равенство 


as 

р (x°, Po) = 0 

не будет выполнено. Обозначим 

D(x, pz) = x"pz + $(х!, ру, (2.6) 
Ф, (у, Pz) = D(x (Y), Ру, (2.7) 
где х(у) — функции перехода от системы координат 
(х,..., д.) к системе координат (1, ..., у»). Очевидно, 
rand = ran о =|/|. (2.8) 
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Изменяя, если потребуется, нумерацию переменных, по- 
лучим, что в конической окрестности точки (хо, Po) из си- 
стемы уравнений 


~ 


a, 9%: (и р. gy 
7 ди; (у, P;) (2.9) 


переменные р; м‘жно выразить как функции OT перемен- 
ных Y, 7: 


Pr = Py (Ys 91). (2.10) 
Обозначим теперь 


Ф(и, 97) = Фи(9, 07 Y, 97). (2.11) 


Лемма 2.2. В области п-(И) с координатами 
(/',..., И”, Gis +++ Gn) многообразие L определяется фор- 
мулами 


у=у, = у! (ya; 9=49(¥4 9). 


Здесь (y!, 9:) — координаты на Г, функции У1(у!, G7) оп- 
ределяются из системы уравнений 


И 101) = 0 2.12 
fe eds Sele (2. ) 


а функции 49 (у', 95) равны 
~ oD = ре ; 
9: == 9:(и', 93) = и, 97)» 97), oe ee? 
i 
(2.13) 


Доказательство. Пусть система уравнений 
(2.12) —(2.13) имеет решение. Обратимся сперва к урав- 
нению (2.12). Учитывая (2.9) — (2.11), находим 


0 


| 


ее, 
09, Op; a9, Op; \ 9459p; 


v 


978 ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ ФУРЬЁ ГЛ. vil 


откуда 
aD ~ 
oa (у, Pz (Y, 97) = 0. (2.14) 
0Ф oD 
Далее, из (2.16) следует, что >— ap, = =>. ‚ так что 
1 
aD ~ 
— (* (и), P7 (Y, 97)) = 0, (2.15) 
op; 
т.е 
5 as, ~ 
xy) + 5. (У), рт (9, 97) = 0. (2.16) 


1 


Из (2.16) и уравнения (1.6) для dS; следует, что точка 
. 95. ~ ~ \ 
(x, р") = (= (и), ми (7 (и), ру (Ys 9%), РТ, 9) (2.17) 
Хх 


лежит на подмногообразии Г. Переходя к координатам 
(у, 9) по общей формуле замены координат в кокаса- 
тельном расслоении, получаем, что координаты точки 
(2.17) равны 


(у, 9) = (о (х*), pew (г) = (». po >, (9 


(здесь y(x) — функция, обратная к функции x(y)). 
Имеем 


* 


aS, ao . do 
—= — I —} — — a — = = — 
р! = axt (x , PF ax! (x, рт), PFT axt (x, РУ, 


paw. (2.18) 


6 _ OD, , Ob, #7 _ a ax, a, № (2.19) 
ди ду др- ду дх ду др; ди ` ° 
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Учитывая (2.18) — (2.19) и (2.15), получаем 


и бд 
т. е. точка (у, 9) лежит на подмногообразии Ё. Обратно, 


пусть (у, 9) ЕЁ. Тогда, проводя все рассуждения в об- 
ратном порядке, мы легко получим, что величина дт, оп- 


ределенная формулой (2.9), где 
д 
ax! 


является решением системы (2.12) — (2.13). 

Осталось доказать, что функции (у', 41) образуют си- 
стему координат на Ё в окрестности точки (хо, Po). Для 
этого достаточно показать, что в точке (Xp, Po) якобиан 
системы (2.12)— (2.13) по переменным (у-, 4) отличен 
от нуля: 


eo ; 
dy 5095 FO 
det} 707 = (— 1)" det ——= +0. 
ao 045095 
ду:ду 


Действительно, из (2.6) — (2.11) 


№ ae Ais 
ONO OOD V Af O70), 
д, 991 \ aq, 9; ду; Py 
Е (eo № ied vO, ( a0, y+ 
x те = Let tas oe are are 
op; 9459; Oy; 6p;9p; 9459? 5 


+B (Ree) 20, у" 
Op; Oy, © Oy; op; 9459p; у 


Так как (%, ро) Г, то в точке (Xo, ро) aot =0 (равенство 
РТ 
(2.14)). Далее, в этой точке 
AO, ap BOS И (2.20) 
др- др; др дру op, 9p; 
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Поэтому 
d ne (Xo Po) = | 2.21 
et —=— (Xp sel, ; 
dy! 99; eae ( ) 


Лемма доказана. 
Таким образом, из системы уравнений (2.12) — (2.13) 
величины и' и 4 выражаются как функции 


УТ = 91, (y", 91), 9=9(Y4, 4). 
Лемма 2.3. Имеет место равенство 
97 (U4, 9) = 4. 


Доказательство сводится к выкладке: 


р aw = 
4; (и', 97) = у, 7) = 


ду 
OO, us) 0D, op; eee д 1 ря ая] 
= ay! (и, рт) + др; (Y,P7) ayl дит (4, РР > 9т, 


ЕЕ 0 на многообразии Г. 


так как согласно (2.14) ; 
1 
Следствие. Многообразие L в координатах (у, 4) 
задается системой уравнений 


aD 

— (И, 97) = 90, (2.22) 
097 Г 

дФ 

м (и, 97) =9,. (2.23) 


Итак, набор функций (y’, 97) образует систему ло- 
кальных координат на L в конической окрестности точки 


(Xo, Po), поэтому можно считать, что в формуле (2.5) 
=, т. е. 


~ t Ти ne ~ 
[КФ] (у) = (=) fexp {i (919; + $ (y', 97))}* 


\ 


a Ve (4/, 97) © (Y!, 97) daz (под Н*" (U)). 


ee 


sean open 
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Функция S удовлетворяет уравнению Пфаффа (1.6) с 
заменой х на и, р на д. 
Обозначим 


Ч (у, 97) = 919: + S (y!, 9). у 


Лемма 2.4. Существует набор функций Фут (у, 97) 
такой, что 


1°, Ч (у, 97) = OY, 9: (9,43). 
2°. Q5(94, y! (¥4, 43), 93) = 97- 


Доказательство. Из уравнения Пфаффа (1.6) 
для функции 5 следует, что для точек (у, 9) Е Г. 


ov rei) 

OF aga, 2.24 
у 1 ey (2.24) 
av a® 

5 = 0 = an (2.25) 


Поэтому разность Ч (у, 47) —Ф (и, 97) является постоян- 
ной функцией на Г, однородной, 1-го порядка, и, следо- 
вательно, равна нулю. Из (2.24), (2.25) вытекает, что 


Ч (у, 97) —Ф(у, 9) имеет на Г (т. е. в точках yf = 
=y! (у! 9:)) нуль 2-го порядка. Так как 


det 2 (=) = det 2? +0 
dy! 095 ay! 04, 
в окрестности точки (%, Po) согласно (2.21) и 30 _ =0 на 


7 
подмногообразии Г, TO мы можем записать 


> a® aD 


где В (у, 97) — некоторая гладкая матричная функция. 
Функции О; (и, 9:) будем искать в виде 


07 (у, 97) = 97 + WY, 95) a . (2.26) 
м“ т 
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Тогда 
Ф(, D- YY 4) = _ 
=Ф(у, Q) —Dy, a) + OY, 9) —¥ YY, 9 = 


~ 


a®\ = 96 9$ 
=$ (¥ 07+ We) Ou 97) — | (Др в 
9; 9- 


9$ a® 
v2 V2 бин 
a tt = + ( С 97) =) 


где С (у, 97) — гладкая матричная функция. 
В точке (хо, Po) =L 


ag a 
С (1, 93) = в = 
7 


00, тб 0, И 98) 
др; 94; ag, Op59Ps 045 


ao, дрг\ _ 
др; (у, Pz (и, 7%) a 


в силу равенств (2.14), (2.20). Приравнивая (2.27) ну- 
лю, получаем для матрицы № (у, 91) уравнение 


W+W'CW=B. 


Из (2. 28) следует, что это уравнение разрешимо в кони- 
ческой окрестности точки (Xo, Po). Функции (2.26) удов- 
летворяют условиям 1° по построению и 2° в силу (2.22). 
Лемма 2.4 доказана. 

Применим теперь распределение K,p к плотности f: 


<Kig, РУ = f exp i ЦиГру +S (x4, р] 
x ум (х', 27) 9 (4, РРЕ,, РЗ) dpzdx = 
= Vexp ily, a) + 5(9', ait У ur!) РГ, 9х 


хФ (x! (9), Pz (Ys 91) F (x7 (0), #4 (Y) | 


Op— 
—"|dg;dy. (2.29) 
095 


РР 
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Заметим, что по модулю распределений меньшего по- 
рядка распределение К.ф зависит только от значений 
функций в стационарных точках, т. е. на многообразии Г. 
Кроме того, 


~ д(х', ps) |" у 
By (У', 97) = BY 91) | — 
Oly’; 95) 
Лемма 2.5. 
a (x!, Ву) др; ь дх 
a(y',a;)| [99| 149 


Доказательство. Введем в фазовом пространстве 
координаты (x', Pp и (у, 97) МТ) © помощью формул 


i 
__ aD (x, Вт) _ J OS; (*, P;) 
7 St rr 
Op; op; 
_ 9044,27 (497) т, 93,9 
а о 
7 7 
Заметим, что 
9 (x!, PFs $) д (и, 9, ny) | 
д(х',х', ру) д(у',у', 91) 
Поэтому 
xy pos | —— Us 
I I I 
pa (oer |_| Ne 
a(x! x!, pe) a(x! x! po) 
-1 1 1 . 7 
op, A(x", Pps Nz) || ду’, ON) dy’, y", 95) 


я 7 7 тт. 
095 | [Эа тр || Oy, ys a5) | | да’, x”, в?) 
-1 i 
_ op; a(x, Ps) 99; Oy 
97 | ди’, 95) || 7 |! 8% 


Лемма 2.5 доказана. 
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Подставляя полученное выражение в формулу (2.29) 
ax |1”? 
f » T- 


и заменяя в этом равенстве функцию f Ha 


лучим 

(Ki9, р = 
= {exp {i Ky’, 97> + $1(4', DV Увы (y’, 95) x 

9 (x), pp) | 


д (и! ’ 95) 


ax |7¥2 


ду 


дх 


x@(y', 9) Ё (y's, 99) 5 


Теорема доказана. 


$ 7.3. Определение и примеры интегральных 
операторов Фурье 


Пусть М, Nui: Ё-То (МХМ) — гладкие многообра- 
зия и квантованное коническое лагранжево погружение 
с мерой p, однородной степени m; К — гладкий канониче- 
ский оператор на погружении # функция p=O'(L). 

Определение 3.1. Оператор 


Ф: Г, Quy (М)) > Бил (М), 


задаваемый формулой 


(ФА (x) = { 1X9} (ур ау; хеМ, ySM, (3.1) 
м 


называется интегральным оператором Фурье, ассоцииро- 
ванным с погружением i. Функция ф называется симво- 
лом оператора Ф. 

Замечание 1. Мы рассматриваем операторы, дей- 
ствующие в пространствах плотностей порядка 1/2 на 
многообразиях; переход к операторам, действующим в 
пространствах функций, можно осуществить следующим 
образом. Так как расслоение ©@,„ тривиально, то суще- 
ствуют гладкие плотности ом, Ow порядка 1/2 на много- 
образиях М, N, нигде не равные нулю. Используя эти 
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плотности, мы можем по оператору Ф построить оператор 
® = Оо Do Py, 


который действует из пространства Cy (М) в простран-. 
ство D’(N)==D,(N). Аналогично строятся операторы в 
пространствах плотностей произвольного порядка a. 
Теорема 3.1. Интегральный оператор (3.1) явля- 
ется непрерывным оператором из пространства Нл» (М) 
в пространство Hy).(N) при s>1+m/2. 
Доказательство. По теореме 1.1 Koe 
е=Н\(МХМ). Поэтому утверждение теоремы 3.1 следу- 
ет из теоремы о двойственности пространств Соболева. 
Замечание 2. В $ 7.5 будет показано, что утверж- 
дение теоремы 3.1 может быть значительно усилено, если 
погружение { удовлетворяет некоторым дополнительным 
условиям. 
Приведем теперь несколько примеров операторов, ко- 
торые являются интегральными операторами Фурье. 
Пример 1. Классические псевдодифференциальные 
операторы на многообразии М. В локальной системе ко- 
ординат (x',..., x"), n=dim М, любой псевдодифферен- 
циальный оператор А может быть записан в виде 


[AA (0) = aa \ exp (<& х— у) ах, ЭКУЧЕЧи, (3.2) 


где a(x, Е) — асимптотически однородная некоторого по- 
рядка т по переменным & функция, называемая CHMBO- 
лом оператора А. Из (3.2) следует, что оператор А пред- 
ставляет собой интегральный оператор с ядром 


A(x y= J exp (1 <& x —y)) a(x, 9 4. 
(2л)" 


Обозначим через (х',..., д", О и... Ys 
Mt) ..., Nn) Координаты BT” (MM erie ad и зада- 
AMM лагранжево вложение i: [—Т*(МХМ) уравнениями 

X=Y, s=—1. 


Поскольку подмногообразие Г диффеоморфно простран- 
ству T°M, то в качестве локальной системы координат на 
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многообразии Г можно взять координаты (xX', ..., x”, 
Ё,..., =). Зададим на многообразии L меру и формулой 


p=dxt/ ... Лах Ла... AdEn. 


Пусть К — гладкий канонический оператор на погруже- 
нии i. Тогда имеет место равенство 


A(x, у) =[Ka](x, у). 
Хорошо известно, что оператор 


А: Низ (М) > Hi; (М) 


непрерывен при любом 5. В § 7.5 мы докажем, что точно 
таким же свойством обладает любой интегральный опе- 
ратор Фурье, ассоциированный с погружением i, которое 
удовлетворяет следующему условию. 

Определение 3.2. Коническое лагранжево погру- 
жение 


i: L+T*(MXN) 


называется неособым, если: 1) dim M=dim М, 2) для лю- 
бой достаточной малой конической окрестности VoL 
подмногообразие i(V)CT*(MXN) диффеоморфно про- 
ектируется на Г*М. 

Пример 2. Операторы ограничения и коограниче- 
ния. Пусть М — гладкое многообразие размерности п, 
i: МСМ — гладкое подмногообразие коразмерности v. 
Тогда определены оператор ограничения 


i,: Н:(М)-> Hy’? (М), 8 >v/2, (3.3) 


сопоставляющий каждой функции f=, (М) ее ограни- 
чение на подмногообразие М, и оператор коограничения 


i: НМ) > Н:” (М), 3<0, (3.4) 
сопряженный к оператору (3.3). Запишем операторы 
(3.3), (3.4) в локальной системе координат (х',..., x”) 


на М (глобализация результата может быть произведе- 
на с учетом замечания 1). Пусть многообразие М в си- 
стеме координат (x', ..., х") описывается уравнениями 
xt ex x" = 0. Обозначим x’ = (х!,...,х”-*), 
x = (х"—1,..., x"), х= (x’, x”). Операторы (3.3) и (3.4) 
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действуют следующим образом: 


[РА (x’) = 1/(2n)"”? \ exp {i{<n’, x’ —y’> — и’, y" >I} x 
xf iy’, у") dy’ ау" dv‘ dy", (3.5), 


AY’, 9") = Lamy"? exp {ат x’ — 9" + <n", "Ух 

x f (x')dx' dy’ ат". (3.6) 
Введем в T*(MXN)&T*MXT'N координаты (у, y, x’, Е), 
(и, п) ЕТ"М, (x’, =) ETN. Операторы (3.5) и (3.6) явля- 
ются интегральными операторами Фурье, ассоциирован- 


ными с лагранжевым вложением i: L-+T*(MXN), зада- 
ваемыми уравнениями 


у" =0, х'=у’, n/=—E’. (3.7) 


Лагранжево погружение (3.7) He является неособым, 
и в соответствии с этим операторы (3.3) и (3.4) не явля- 
ются непрерывными операторами в шкале {Н?*}. 


$ 7.4. Регуляризация задачи Коши 


В этом параграфе мы применим развитую нами тех- 
нику для построения асимптотического решения задачи 
Коши. Пусть М — гладкое многообразие размерности п. 

Рассмотрим следующую задачу: 


‚ ди . д = 
iG tlhe ipa, (4.1) 
и], = Uy (x). (4.2) 


Здесь H G x, i) — псевдодифференциальный onepa- 


тор 1-го порядка на многообразии М с вещественным 
главным символом H,, и(х) — заданная плотность рас- 
пределения порядка 1/2 на многообразии М. Задача 
(4.1) — (4.2) является частным случаем более общей 3a- 
дачи 


_— , 90 ar pe = 
peo LH (+ x ie jou 0, (4.3) 
© 0) =0, (4.4) 
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где при каждом фиксированном {# 
Wf): Го (Ол (M)) Би (М) 


— интегральный оператор Фурье на М. Действительно, 
для решения задачи (4.1) —(4.2) достаточно в качестве 
Ф, взять тождественный оператор и положить 


u(x, t) =@(t) u(x). 

Займемся решением задачи (4.3) — (4.4). Пусть ядро 
оператора Ф, имеет вид [Kg] (x, и), x, уеМ, где К — глад- 
кий канонический оператор на квантованном коническом 
лагранжевом погружении i: [-—1 (МЖМ) с мерой un, 


dim L=n, фЕоО'"(Г). Обозначим координаты в Т. (MXM) 
через 


(x, р, у, Е) = (м, sey x", рь ...у Ри, 9}, ..., уп, Е, ...у En). 


Пусть вложение i задается однородными степеней | u 0 
функциями переменной aR": 


x= x(a), р=р(а), у=у(а), = (а). 
Построим лагранжево вложение 
j: Lx Ri+T* (MxM xR). 


Рассмотрим систему Гамильтона 


dt _ : 

в! (4.5) 
EMS) = Hyp (t, ха, 1), р 9) (4.6) 
ар = т) = — Hi, (t, x(a, t), p (a, 1)), (4.7) 


theo = 0, x leo = (a), p leo = ?p (о). 
Очевидно, ее решение 


х(а, т), р(а,т), Ет) =т 
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есть функция от а нужной степени однородности, и по- 
этому функции 


х (а, *), pp), у(=у(), F(a) = 80), i 
(4. 
1(Ю=т Е (3, 1) = —H(t, х (а, t), p(@, t t)) 


задают коническое квантованное лагранжево погруже- 
ние 


Ех -Т*(Мхмхв 
(через E обозначена переменная, двойственная к 7). Ме- 
ра р на многообразии Г.Х №: задается следующим обра- 


30M: 
и (а, т) =p (a) Лат. (4.9) 


Очевидно, что погружение j с мерой и ассоциировано 
с символом 28 (х, р, у, Е, Е, t)=E+H,(x, р). Действи- 
тельно, гамильтоново векторное поле Уж символа № 
задается формулами (4.5) — (4.7), мера и инвариантна 
относительно поля У» в силу (4.9), |" =0, что следу- 
ет из явного вида (4.8) функций, задающих вложение. 

Пусть К, — гладкий канонический оператор на вло- 
жении | с мерой pw. Положим D(x, у, t) = [Kig] (x, и, В. 
Применяя теорему 1.3 о коммутации, мы видим, что для 
того, чтобы решить задачу (4.3) —(4.4) с точностью до 
оператора с ядром [Kiq,] (x, и, t), ф=О*(ЁЖ В+), до- 
статочно решить уравнение переноса 


Pe (a, т) =0 (4.10) 
с начальным условием 
g(a, 0) =9(а). (4.11) 
Оператор переноса в координатах (a, т) имеет вид 
ат (я, р, 2) — 


dt 


— tH (т, x(q, т), р (a, т)), 
поэтому решение задачи (4. о 11) имеет вид 


ф (a, t) =ф(а) | \ (Sar т ma + iH) a, 


40 Мищенко и др. 
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Для того чтобы получить в правой части (4.3) оператор 
со сколь угодно гладким ядром A(x, у} еН\, необходимо 
решить уравнение 


Fo (a, t) = 0, (4.12) 


где старший член оператора Я совпадает с F (см. § 7.1). 

Каноническая система координат на [ЖВз в окрест- 
ности любой точки может быть выбрана так, чтобы пе- 
ременная # входила в число локальных координат. Тогда 
при каждом фиксированном ¢ оператор Ф(Р) представ- 
ляет собой интегральный оператор Фурье на многообра- 
зии М. Ядро оператора M(t) имеет вид 


vel Kee] (х, У), 


где А, — гладкий канонический оператор на вложении 
и, задаваемом функциями 


24 (а) = х(а, 0), р. (а) =р (а, 4, 
у: (&) =у(%), &(%) = () 
с мерой и—= и (<), функция ф: задается формулой 
9: (&) =$ (9 8), 


у: — комплексное число, |у:| ==1, зависящее от выбора 
аргумента плотности меры на вложении й.. 

Итак, доказана следующая 

Теорема4.1. Пусть 


1х -Т(МхМхв 


— лагранжево вложение, задаваемое формулами (4.8), 
функция (a, т) удовлетворяет уравнению переноса 
(4.12). Тогда оператор M(t) с ядром [Кф] (x, и, t) удов- 
летворяет уравнению 


ое. +o) =A 


и начальному условию (4.4). Здесь A(t) — интегральный 
оператор с ядром А (х, у, #) а (МХМ). 

Замечание. Из результатов & 7.5 будет следовать, 
что для построения регуляризатора задачи (4.1) — (4.2) 
достаточно ограничиться старшим членом решения урав- 
нения переноса. 
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$ 7.5. Теоремы об ограниченности 
и о композиции интегральных операторов Фурье 


В этом параграфе мы займемся изучением интеграль- 
ных операторов Фурье, ассоциированных с неособыми 
в смысле определения 3.2 коническими лагранжевыми 
погружениями. При этом, чтобы чрезмерно не загромож- 
дать изложения, мы ограничимся изучением операторов, 
связанных с каноническими преобразованиями, 

Пусть М, М —гладкие многоэбразия одинаковой раз- 
мерности п, g: Т.М — Т.М — коническое каноническое пре- 
образование (т.е. гладкоё отображение, перестановочное 
с действием группы №, и удовлетворяющее условию 
8‘®у = Om, THE On, Oy — канонические 2-фэрмы на Т.М и 
Т.М соответственнЭ). Канзническое преобразование g 
индуцирует неособое коническое лагранжево вложение 
ig: ТМ -Т, (М хм: 


(у, &-> (у, g x(Y, &, — 2 (и, 5); 


здесь (у, Ё) — координаты в ТМ, (x, р) — координаты 
+ 

в Го М, x(y, &), p(y, &} — функции, задающие канониче- 

ское преобразование 5. На Г.М имеется естественная 

мера 


w=dy' A... ЛАВА... Л 61 


(фазовый объем}. Как известно, мера (5.1} не зависит 
от выбора системы координат (у',..., у") на М. Мы 6y- 
дем предполагать, что лагранжево вложение i, является 
квантованным. 

Определение 5.1. Пусть функция феО"ТьМ). 
Интегральным оператором Фурье с символом ф, ассоци- 
ированным с каноническим преобразованием в, называ- 
ется интегральный оператор 


Т (<, $): Ty (2172 (M)) — БР: (№) 
с ядром 


K(x, у) =[К 9] (x, у), 


где К — гладкий канонический оператор на вложении i, 
с мерой (5.1). х 


10* 
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Замечание. Оператор Т(5, ф) определен с точно- 
стью до множителя, зависящего от выбора аргумента у 
плотности меры р. 

Операторы Фурье, ассоциированные с канонически- 
ми преобразованиями, обладают некоторыми замечатель- 
ными свойствами, описанными в двух следующих тео- 
ремах. 

Теорема 5.1. Пусть в: Т,М--Т.М — коническое 
каноническое преобразование, феО*(ТьМ). Тогда опе- 
ратор T(g, ф) продолжается до непрерывного оператора 


Т (2, 9): Hin(M) > His (№), — 0 «3, 


в частности 
T (g, 9): Г(О (М) +T (Qa (М). 


Teopema 5.2. Пусть 21: To (М) Т, (№), Sg: ToN > 
— TY — конические канонические преобразования, ФЕ 


= 0“ (Т’М), ФЕ 0" (TiN). Тогда имеет место следующая 
формула композиции: 


Т (La Фо) °T (въ $.) = УТ (в, °вь (614) 1 + tp) +R. 


Здесь фе О"*"-1 (То М) — некоторая функция, В — опе- 
ратор с гладким ядром, y — число, по модулю равное 1, 
которое зависит от выбора аргумента у плотностей мер 
на вложениях в, Фи» вов. 

Доказательства теорем 5.1 и 5.2 опираются на сле- 
дующие две теоремы (теоремы 5.3 и 5.4). 

Теорема 5.3. Пусть & — локальное коническое ка- 
ноническое преобразование конической области Ус: 
CT R* в То В", acV — произвольная точка. Существу- 
ют коническая окрестность WV точки а и гладкое 
однопараметрическое семейство {£1} его, 1 локальных ко- 
нических канонических преобразований окрестности W 
такие, что | 

т &i=2]w. 

2°. & — тождественный диффеоморфизм области W, 
либо диффеоморфизм, задаваемый следующими форму- 
лами: 


(= —м, (=>, 1=2,3,..., п; 
Во (р;) = —Рь Во (р)==рь 1=2,3,..., п. . 
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В этих формулах (х',..., х", рь..., Pn) — стандартные 
координаты в кокасательном расслоении Т“В". 


Доказательство. Будем пользоваться следующи- 
ми обозначениями: (и, &) = (/, ..., y%, &, ..., bn) — коор- 
динаты в То "РУ, (x, p) = (x4, 0.0.5 м, Pay ..., Pn) — 


координаты в ТВ" > g(V). Пусть (y,, t) — координаты 
точки а, (Xp, Ро) — координаты точки g(a). Существуют 
набор индексов Г с {и} и однородная 1-го порядка п) 


ру, & функция $(х, Pp 5), о в конической `'(по 
рт, 9 окрестности точки (x3, p Pup &), такая, что 


as 


ax! д 
det | tag? | 0. 


др; oF 


Каноническое преобразование g в конической окрестно- 
сти точки (Yo, &) определяется уравнениями 


9$ (1 р OS „1 7 95 
=—_, =, 8, и: ‚В, Бе И . 
у а ( pp 8, р Е (,рь 9, х ap, ‚Гр 8) 


6.2) 


Таким образом, $(х', ру, Е) — производящая функция 
преобразования g. Прежде всего прогомотопируем пре- 
образование g к такому преобразованию &\, которое 
(возможно, в меньшей конической окрестности точки 
(и, &)) может быть задано с помощью производящей 
функции 5, (х, Е) (т. е. набор индексов Г пуст). Так как 
520, то существует такая матрица С с вещественными 
элементами размера |J| Xn, что 


Pur = Ch. (5.3) 


Положим 


SQ =5 (р) =5 (x! ое (5.4) 
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Существует такое число &>>0, что при 0—2 & 
dS (x), D5 0 


ax! O§ 
det a (al, pastor) = 0, (5.5) 
op; д 
а при = 
5 I _ 
at Op; Op; en ey | г 


ве — yO Pa БЕ | +o (6.6) 


Равенство (5. 5) означает, что функция S(t) является 
производящей функцией некоторого локального кониче- 
ского канонического преобразования g;, определенного 
в конической окрестности точки 


05 (ж› Рот, bor 2) | 
tee Eo] = (Yor Fa) 


и такого, что £1(Yo, и o> Ро) (последние равенства 
следуют из (5.2), (5.3), (5.4)). Из (5.6) следует, что 
уравнение 


5 
Pa el op bt) 6.7) 
i 


разрешимо относительно переменных рт в конической 
(по рт, &) окрестности точки 


(xf, xi Рот» Ey t,). 


Таким образом, из (5.7) можно выразить рт как функ- 
ЦИЮ 


` 


PT = PT (x, g). 


Это означает, что набор функций (x, &) образует систему 
локальных координат на графике диффеоморфизма 
5,==5,: в конической окрестности точки (Yo, Eo). Отсюда 
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следует, что каноническое преобразование g, в кониче- 
ской окрестности точки (Yo, &) может быть задано про- 
изводящей функцией S,(x, &), определенной в кониче- 
ской окрестности точки (X, &), 9е19°$./дхдЕ|| 520, в 
этой окрестности. 

Прогомотопируем теперь преобразование g, к линей- 
ному каноническому преобразованию. Так как матрица 


925 
А = 1 (x, 
eae (tw &) 
невырождена, TO существует такой вектор VER", что 
=A'(x +0). 


Положим 
5, (х, g, t) = Si (Xo, EM; —Oi+ «x + о, А ° +. 
Функция 5, (х, Е, Ё) удовлетворяет следующим условиям: 


det oe (op Eo» 2) | = «et | —f) a (x &) +44), 


Bu Fu (ty Bo) = (1 =) SH Oy &) + AE, = 


07 =) 51 
= (1-1) S* & ь + te ty = (ty 8) Po 


or . о 
Здесь мы воспользовались тождеством Эйлера для одно- 
родных функций 


a Fe (¥y be = ОЕ £) + 1A! (i = 


= (1 — А Yo + ty) = Yo. 


Поэтому функция $, (х, Е, Ё#) является производящей 
функцией семейства {8\(#)}, #=[0, 1], локальных одно- 
родных канонических преобразований, определенных в 
окрестности точки (у, &), причем #, (0) =8., 2. (1) == 
==, — линейное каноническое преобразование, задавае- 
мое производящей функцией 


Ss (*, 3) = 3 +, АБ. 


Так как группа GL(n, В) имеет две компоненты связно- 
сти, то существует гладкое отображение A: [0, 1]> 
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—+GL(n, В) такое, что А (0) =А и либо А(1)=Е, либо 
A (1) =| ie Г в зависимости от знака det А. 


Положим 


S3(%& ) =<x+(1—du, AWD. 


Функция 5,(x, Ё, #) задает семейство {2,({)} глобально 
определенных конических канонических преобразований. 
В частности, это семейство определено в окрестности 
точки (Y, &), причем #,(0)==8.:, 8.(1) =5, — одно из 
преобразований, указанных в формулировке теоремы. 
Из наших построений следует, что существует непрерыв- 
ное семейство отображений {g(t)}, #=[0, 1], удовлетво- 
ряющее условиям 1° и 2°, гладкое вне конечного числа 
точек #,..., БО, 1], причем на множестве [0, 1] \ 
\{ty ..., &} все производные 05 (#) |0 — однородные, 
степени 1, отображения ТВ” — Т.В", и ограничены на 
единичных сферах равномерно по #=[0, 1] \{h, ..., &;}. 

Пусть f: [0, 1]—[0, 1] — гладкая строго монотонная 
функция такая, что }(&,) ==, А==1,..., $, ОО (Ь,) = 
==0 при всех В>>0, k=1, ..., $, [(0) =0, [(1) ==1. Тогда 
а.==а (| (t)) удовлетворяет всем условиям теоремы. Teo- 
рема 5.3. доказана. 

Теорема 5.4. Пусть 5 — локальное коническое кано- 
ническое преобразование конической области УС т В" в 
Т, В", (х, &) Е У — произвольная точка. Существуют ко- 
ническая окрестность WV точки (х» &) и псевдодиффе- 


ренцниальный оператор |: () =H (6 x, — iz) первого no- 


рядка с вещественным главным символом, удовлетворяю- 
щие следующим условиям. Для любой функции фе 
еО'() существуют такая функция феО"() и та- 
кое гладкое семейство {R,}, t=[0, 1], интегральных опе- 
раторов в В" с гладким ядром, что T(g, ф) =Ф(1). Ce- 
мейство M(t) удовлетворяет задаче Коши 


i+ 0 +AOO=R, (5.8) 
Ф ИР = Ф, (5.9) 
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причем 
® = +9 (+ 15), (5.10) 
либо ° 
Ф, = @ + 9) (x — )oUy (6.11) 


Здесь И, — унитарный оператор в Н*(В”), задаваемый 
следующей формулой: 


Unf (x', ..., х*) =F (—4i, Hay... ¥n)- 


Доказательство. Применяя к каноническому 
преобразованию & теорему 5.3, получим семейство 5, 
однородных канонических преобразований. Рассмотрим 
векторное поле в В" следующего вида: 


Ук et +8) +50 69). 


Векторное поле V(x, #) определено в области g(t)W и 
является в этой области гамильтоновым, т. е. существует 
вещественная функция А, (х, р, #) такая, что 


Vissi ВВ 


Так как поле У(х, Г) однородно, то можно добиться, 
чтобы функция Н,(х, р, f) была однородной функцией 
степени 1. 

Продолжим функцию H,(x, р, t) произвольным обра- 
зом на внешность области g(t) W так, чтобы сохранились 
ее вещественность и однородность. Положим 


п OH, 
Н (x, р, t) = Ay (x, p, 8+ — >> i (x, р, ). 
= дх Op; 
Оператор переноса (4.12) для символа Н (х, р, В имеет 
вид P= < . Поэтому оператор 7 (¢)=T (g(t), @) удовле- 


творяет о Коши (5.8) «в главном члене». Подбирая 
такую функцию wy (1) ЕО'-'(), что функция o+ pw (1) 
удовлетворяет уравнению переноса (4.12) с оператором 
м, устремляя М к со и суммируя ряд из однородных 
функций, получаем утверждение теоремы 5.4. 
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Доказательство теорем 5.1 и 5.2 достаточно провести 
«в локальной ситуации». Для интегральных операторов 
Фурье вида (5.10) и (5.11) утверждешия теорем 5.1 и 5.2 
очевидны — они следуют из теоремы об ограниченности 
псевдодифференциальных операторов в шкале {Hi} и 
теоремы о коммутации 1.8. Поэтому, применяя стандарт- 
ные рассуждения метода энергетических неравенств к 
задаче Коши (5.8) — (5.9) и используя теорему 4.1, мы 
получаем утверждения теорем 5.1 и 5.2 в общем случае. 

Пример. Канонические преобразования псевдо- 
дифференциальных операторов. Пусть М, М — два мно- 
гообразия, H,, H,— псевдодифференциальные операто- 
ры порядка г на М и М соответственно. Можно постро- 
ить интегральный оператор Фурье Ф такой, что с точно- 
стью до младших членов выполнено равенство 


Н.Ф = O8,. (5.12) 


Впервые этот вопрос изучался Ю. Егоровым [1]. Он по- 
казал, что если Ф — интегральный оператор вида 


ФИ <) = ехр iS (x, DYF@ a8, 


OS 
bx OE | 7, 


и выполнено равенство (5.12), то главные символы опе- 


раторов Я: и Н, связаны каноническим преобразовани- 
ем, производящая функция которого есть $ (х, Ё). Сле- 
дующая теорема является непосредственным обобщени- 
ем этого результата. 

Теорема 5.5 Пусть Ф — интегральный оператор 
Фурье, ассоциированный с коническим лагранжевым 
вложением 


i: Г-Тьм.Х М. 


Для того чтобы выполнялось равенство (5.12), необхо- 
димо и достаточно, чтобы 


(Air © 1м— IM © Hy) = 0. 
Доказательство немедленно следует из теоре- 
мы о коммутации п. д. о. с интегральным оператором 


Фурье, 


ГЛАВА VIII 
НЕКОТОРЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 


$ 8.1. Асимптотические решения задачи Коши 


1. Канонический оператор Маслова в 
расширенном фазовом пространстве. Рас- 
смотрим задачу Коши для уравнения 


inh = Н(ы р, 0% (1.1) 


с начальным условием специального типа 


p(s, 0) = exp (5 369) (9, хе", (1.2) 


и применим метод канонического оператора для нахож- 
дения асимптотического решения этой задачи. Разуме- 
ется, вместо уравнения (1.1) мы будем пытаться удовле- 
творить сравнению (mod h*). С другой стороны, началь- 
ные условия (1.2) можно заменить на более общие 
условия, когда в правой части (1.2) стоит значение ка- 
нонического оператора на некотором лагранжевом мно- 
гообразии Ly, вложенном в фазовое пространство Ф= 
=R’"OR, с координатами (x, р) == (х',...,х”, ра, ..., Р»). 
Таким образом, ищем функцию %p, удовлетворяющую 
сравнению 


ih at =H (x, p, 9 p(modh") 
и начальному условию 14|, = Кофе, где Po— функция на 
лагранжевом многообразии Ly. 
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Введем обозначение — > =E, Тогда задача 
(1.1) —(1.2) может быть переписана в виде 
ЕН (* в, 0] ф=0, |= К. = (1.3) 


Для решения этой задачи введем расширенное фазо- 
вое пространство 


Ф' =R"OR@ROR, 


с координатами (x, р, ЕЁ, Е) и симплектической формой 
ар/^\ах--аЕ 4. Функция Гамильтона, отвечающая за- 
даче (1.3), равна 


F(x, р, & Е) =Е--Н(х, р, t). (1.4) 


Нашей ближайшей целью является построение в расши- 
ренном фазовом пространстве Ф’ квазиклассического 
объекта (лагранжева многообразия с мерой), который 
будет использован для построения асимптотического ре- 
шения задачи (1.3). 

Рассмотрим гамильтоново векторное поле, отвечаю- 
щее гамильтониану (1.4): 


аж 0 , 0H д 0H 0 од _ 
Op ox “OE at ox др ot OF 

д oH д OH д oH @ 

= — що. (1.5) 

ot Op Ox Ox Op Ot OE 
Мы будем иногда обозначать это векторное поле через 
d/dx. Предположим, что система Гамильтона, отвечаю- 
щая векторному полю (1.5), 


у = OH 

x= > (x, p, 9), 

5) = OH 

p — дх (x, P, 1), (1.6) 
= — OF 

E= 71 (x, p, 2), 
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(точка означает дифференцирование по параметру т) 
имеет решение при О<т=Т при любых начальных дан- 
ных. Это означает, что при О=т=Т определена локаль- 
ная группа диффеоморфизмов 8 (d/dt) расширенного 
фазового пространства, отвечающая. векторному полю 
а/4т. Именно, если 


Х=Х (Xq Py Ey в, 7, P= P(X» Po Ев by 7); 
Е =Е (x Po Eg fy т), f=h +t 


— решение системы (1.6) с начальными данными (Xo, Po, 
E,, to), TO 


& (Xo, Po, Eo, fo) = (x, p, E, t). 


Рассмотрим теперь вложение начального лагранже- 
ва многообразия Г, в расширенное фазовое простран- 
ство Ф’. Это вложение определим следующим образом. 
Пусть 


х==х(а), p=p(a), ael,, 


— функции, задающие вложение iy: [С Ф. Тогда вложе- 
ние i: /, СФ’ зададим с помощью 


х=х(%), p=p(a), #=0, 


Е=—Н (x(a), p(a), 0). 


Отметим, что вложение 1: [„СФ” зависит от гамиль- 
тониана H(x, р, Ё) и поэтому не порождается никаким 
стандартным вложением. Обозначим через L, сдвиг мно- 
гообразия L,G@’ вдоль траекторий системы Гамильто- 

(1.6): [,=8“([.), а через L — фазовый поток много- 
образия Г. за время Т: == [J L,. 

_ OSTST 

Сделаем важное замечание о выборе параметра. 
В силу последнего уравнения системы (1.6) и начально- 
го условия (1.7) имеем т={ на рассматриваемых траек- 
ториях. Поэтому мы будем пользоваться обозначениями: 
L= |) L, вместо L= U L, и L,=g'l, вместо 

053257 о5т<7 
=g"L, соответственно. Заметим еще, что решение 


(1.7) 
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системы (1.6) с начальными данными (1.7) 
х =Х (а, t), p=P(a, 1, E@,t)=E, t=t 


определяет диффеоморфизм многообразия Г и многоэбра- 


sua L, x [0, 7]. Таким образом, если (В, ..., №). — систе- 
ма координат на открытом множестве UCL, то 
(63, ..., Bo, д — координаты на фазовом потоке карты И, 


который является открытым множеством в многообразии 
L. Этим обстоятельством мы будем часто пользоваться в 
дальнейшем для координатного описания объектов на 
многообразии L. 

Предложение 1.1. Многообразие L является ла- 
гранжевым многообразием в расширенном фазовом про- 
странстве, причем #|,=0. 

Доказательство. Функция KH является посто- 
янной вдоль траекторий системы (1.6), так как 


4 ¥ (x, р, 4, E) = 
ооо чаы 


dt х dt dt 
| OH 4. [d\, де d 
И ЕСИ ea) 
ar’ Fak: 8E a}. 
= OH OH OH GH , OH dH _ 4 
0x др Op ax ot ot 


Из формул (1.7) следует, что функция тождественно 
равна нулю на подмногообразии Ly, следовательно, 
|, ==0. 

Для доказательства лагранжевости нужно показать, 
что ограничение симплектической формы на многообра- 
зие L равно нулю, т. е. 


ар/\4х-+аЕ Ла, =0. 


Покажем сначала, что при каждом значении параметра 
1=[0, Т] имеет место равенство 


dx Лар-- АЕ Ла, = 0. 


Отметим, что dx /\dp+dE /\dt\, = dx /\ dp lee так 
как на многообразии L, f=const. При {=0 требуемое 
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утверждение следует из лагранжевости многообразия L, 
в фазовом пространстве (Ф, dx/Adp) и формул (1.7), 3a- 
дающих вложение. Далее, производная Ли от формы 
dp /\dx+dE АЕ вдоль траекторий системы (1.6) равна *) 


Lajax (dp /\dx + dE Л 4 = 
4 (1:44 +B (dt) + 


+2 _jd (dp \dx + аЕ (dt) = 
=—d(d#) +0=0, (1.8) 


поскольку 
<_ldp \dx +4Е Л = 
= dp{*-\ dx — dxf 2 Ng а “Е 
es dp(4-)dx ыы = }dp +dE( < jae at ( ЧЕ аж. 
Формула (1.8) показывает, что 
ах Л ар-- а dE |, = 9. 


Пусть теперь теЁ — произвольная точка многооб- 
разия L, Xn, У„еЕТ„. — произвольные касательные век- 
торы к многообразию L в точке т. Тогда векторы Xm, У» 
разлагаются в суммы 


Хи = Xm +a, Ym Ув, 


причем векторы X,’, У» касаются подмногообразия L, 
в точке т. 


*) Если ® — дифференциальная форма, а Х — векторное поле, 
то через Х._|® обозначается дифференциальная форма Q на еди- 
ницу меньшей размерности, значение которой вычисляется по сле- 
дующей формуле: 

$+1 
i 
Она, У) = > (обр, рен. 
1—1 
Другими словами, форма Х _/® — это функция от меньшего числа 


векторных полей как своих аргументов, когда один из аргументов 
принимает фиксированное значение, равное векторному полю X, 
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Тогда 


<dp /\dx +-dE /\ dt; Xn, Yn> = 
= (dp A dx+dE Л dt; Xm Уи + 


/{& wee 
+4¢ (4 _Idp Ade + dE A dt), Xm 


ud (£ lap A dx +d ла, Yn = 
= —NdH (Xm) +d (Ym) =0, (1.9) 


так как первое слагаемое в средней части равенств (1.9) 
равно нулю по доказанному выше, а 44|, ==0. Предло- 
жение доказано. 

Замечание. По построению многообразие L явля- 
и инвариантным относительно траекторий системы 

1.6). 

Пусть теперь po — некоторая мера на лагранжевом 
многообразии Г, и К, — канонический оператор на мно- 
гообразии Ly, ассоциированный с мерой po. Очевидно, 
что новая мера 


и = 6 Л = (а) Л 4 aeL,, (1.10) 


на многообразии Г является инвариантной относительно 
векторного поля 4/4т. При этом, если (x), Рот) — кано- 
нические координаты в карте И; многообразия Ly, то 


ПН ОО ИИ ЗО 
4 тли dx! A, dps 


Отметим, что можно выбрать такое покрытие много- 
образия L каноническими картами, чтобы функция E ни 
в одной карте этого покрытия не являлась координатой 
(это следует из последнего соотношения в (1.6)). Далее, 
поскольку каждый цикл в многообразии L стягивается к 
многообразию Ly, то квантованность многообразия L яв- 
ляется следствием квантованности многообразия Ly. 
Поэтому на многообразии L определен некоторый кано- 
нический оператор А, ассоциированный с мерой ц. 

Предложение 1.2. Формула 


Ka (Ф| Le) = КФ, (1.11) 
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корректно определяет канонический оператор K,, на мно- 
гообразии L,, для любого фиксированного значения ft, 
из промежутка [0, T]. 

Доказательство. Пусть (И, — каноническая 
карта на многообразии L с координатами (x’, pz, ft), 
имеющая непустое пересечение с многообразием L,,. Оче- 
видно, множество И, =И Г L,, — открытое множество в 
многообразии L,,, а функции (x', рт) образуют систему 


координат в карте U,,. Пусть фьеСе’ (U,,) — функция 


‚на многообразии Г,, ф — произвольное продолжение 


функции ф,, до функции из Со (И). Вычислим правую 
часть соотношения (1.11) для функции ф: 


СА, = {PM exp (Sr (и, рр» Вх 
1 


«Vu, 045 pp (уме, (x, pp No(s, pp 5))} . 


Пу = 


(1.12) 


Здесь é;(x', рт, t) — разбиение единицы, подчиненное 
покрытию {01}. 

Отметим, что дифференциальные операторы V,,, воз- 
никающие при сравнении элементарных канонических 
операторов в картах И; и U,, не содержат дифференци- 
рования по переменной ¢t. Это связано со специальным 
видом канонического атласа на многообразии Г, при ко- 
тором переменная # является координатой в любой кано- 
нической карте. Поэтому 
Ук (2; (х,, Py: t) ф (х,, Рь В, ыы 


==фо 


= Vi (es (х', Pz В) фи, (x, р7)), (1.13) 


где оператор Vj получается из оператора У», сужением 
коэффициентов этого оператора на подмногообразие L,,. 
С учетом соотношения' (1.13) соотношение (1.12) можно 
переписать в виде 


КФ]. = F т {-- SP (x 27 Ум, р x 
zt У VE? (x, 07) (1 2) | (1.14) 


Пил х 
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где Sf (5, pp) = $1 (5, ppt, ВР’, р) =par(x!, pp tod, 
ep (x', рт) =e; (x! »Prs to) — сужения соответствующих 
функций на многообразие L,,. Формула (1.14) показывает 
независимость правой части соотношения (1.11) от выбо- 
ра продолжения ф функции ф‚,; таким образом, оператор 
K,, определен формулой (1.11) корректно. Покажем те- 
перь, что K;, есть канонический оператор, ассоциирован- 
ной с многообразием L,, и мерой pr, определяемой из 
соотношения : 


wpe dt, pe = Hela: (1.15) 


Нетрудно видеть, что семейство функций {ef} являет- 
ся разбиением единицы, подчиненным каноническому по- 


крытию {Ире} многообразия [,. Далее, коцепь {57} удов- 
лётворяет всем условиям, предъявляемым к действию на 
лагранжевом многообразии L;,. В самом деле, 


457 = 4$, = \prix! — Арт + Edt\,_, = 
= pyix' — «рр, (1.16) 
$" poe S? = [$7 — Л, a ри, — x" Dior, = xp, —x" Dry 


Ш’ = (eA, = 
Hy By, 


= —_ в = | —_——- = ———_— , 
АСУ № | dx! \ dp; 


Аналогично проверяется условие выбора аргументов. 
Поскольку в формуле (1.14) аргумент в!” необходимо вы- 
брать равным аргументу p(x’, pz, 2%), то 


Arg ur — Argpy = Ав, — Аврил, = 
= [> ата +11], (1.17) 
Е 


= 
где №» :; — собственные значения матрицы 
д (— Pr xls) 


(1.18) 
9 (x!*, py.) 
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Учитывая, что в последнее выражение не входит диф- 
ференцирование по #, получаем 


[> arg М == У arg Mein — 31/2 < arg № < /2, 
Г ft, oh 


где № ;, — собственные значения матрицы 
д (т, х"*) 
д (ait P;,) 


на многообразии Г... 

Таким образом, формула (1.11) определяет в каждой 
карте U,,;, локальный канонический оператор, причем 
условия (1.16) и (1.17) обеспечивают коцикличность 
определенной таким образом операторной коцепи. Пред- 
ложение доказано. 

Следствие. Можно таким образом выбрать опе- 
ратор К на многообразии L, чтобы оператор К; |, был: 
равен оператору Ky, входящему в (1.3). 

Доказательство. Пусть К — некоторый кано- 
нический оператор на многообразии Г. Тогда операторы 
Ки &,|:<0 являются каноническими операторами на 
многообразии Ly. Следовательно, операторы К, и К, |1. 
отличаются на мультипликативную постоянную вида 


ехр {é (© + ral ‚ т.е, 
. C2\)\ т 
К, = exp {i (© +. ral = 
Требуемый оператор К определяется формулой 
| . С. > 
К == ехр {i (© + к. 


Следствие доказано. 

2. Построение асимптотики решения за- 
дачи Коши. Применим теперь построенный оператор 
К к нахождению асимптотических решений задачи (1.3). 
‚- Будем искать решение в виде 


(x, ВВ) =Кф. (1.19) 


Согласно предложению 1.1, замечанию к этому предло- 
жению и формуле (1.10) для определения меры yp, 
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многообразие Г, с мерой p ассоциировано с гамильтониа- 
ном 2. Применим формулу коммутации (предложе- 
ние 3.1 гл. VI) 


Я (x, р, t, В)ф= 
=(E +H (x, р, 0) p = Ht (x, p, t, E) Ko =—тК9, 
где 9 — полином по переменной h, коэффициенты кото- 
рого являются дифференциальными операторами: 
P=P AMP +... (1.20) 


Главный член оператора $ имеет вид 


а CH 2 : ы 
а atl we (1.21) 
OxOp = OtdE dt 2 дхдр 


Для того чтобы функция p(x, Ь A) удовлетворяла 
уравнению (1.1), достаточно потребовать выполнения 
условия 


Po = 0 (то й^). (1.22) 


Для решения сравнения (1.22) будем искать функцию 
ф в виде полинома по A: 


p= 99 + ho” + hg +... (1.23) 


Подстановка выражения (1.23) в сравнении (1.22) дает 
с учетом формул (1.20) и (1.21) рекуррентную систему 
для определения функций gp”: 


а 1 дн (0) 

ат _o 24 

ie 2 cal? : И 2 ) 

4 1 PH) о до 

E 5 mpl? P,—”, (1.25) 

ees Oi ee о 

le 5 male Pe (1.26) 
> 


“Эта система может быть решена интегрированием 
вдоль траекторий векторного поля d/dt, ибо на траекто- 
риях этого поля каждое из уравнений (1.24), (1.25), 
(1.26) есть обыкновенное дифференциальное уравнение 
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первого порядка. Начальные условия для уравнений 
(1.24), (1.25), (1.26) получаются из условия (1.2). С уче- 
том предложения 1.2 это условие переписывается в виде 


ф (х, t, h) bee = K {g + ho + hg + Se Ч = . 
= Ky [io + ho +... lia! ia KoPo 
откуда получаем 


6} = % 9, =0, 1-0. 


Итак, нами доказана следующая теорема. 

Теорема 1.3. Асимптотическое решение задачи 
(1.3) дается формулой (1.19) с функцией ф, имеющей вид 
(1.23), причем коэффициенты ф®, ф®, ... при различных 
степенях h определяются из уравнений (1.24) — (1.26) с 
начальными условиями 


GL =% 97h, =0, 1-0. 


Рассмотрим теперь более подробно построение опера- 
тора К (или операторов K,, при всех t,@[0, Т]). Заме- 
тим, что оператор К, при каждом & должен быть ассоци- 
ирован с многообразием L;, и мерой wi, определенной 
формулой (1.15). Все такие операторы можно получить 
из одного из них умножением Ha константу вида 


exp {i (С, + *)} 


Очевидно, значения констант С; и С, можно определить 
с помощью значений действия и аргумента якобиана в 
какой-либо точке многообразия Г... 

Рассмотрим сначала константу С.. Пусть aL, — не- 
которая фиксированная точка на многообразии [.. Обо- 
значим через ©, образ ga, при диффеоморфизме 5”. 
Точка @а‚, соединена с точкой а траекторией {g'a, O< 
<t<i.}=y,, Для определения С, заметим, что коцепь 
$; в силу условий (1.16) определяется глобальной функ- 
цией $ (неособым действием). В самом деле, определим 
функцию $ в карте И; формулой 


S=S;+ ХТ. (1.27) 
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Условия (1.16) гарантируют тогда независимость $ от 
выбора карты U,, а коцепь $, восстанавливается по функ- 
ции $ с помощью формулы (1.27). Заметим еще, что 
функция S удовлетворяет уравнению Пфаффа 


dS=p dx+E dt=p ах—Н dt 


И поэтому константа С, определяется из условия 
ty 


5% (az). = S° (a) + \ pdx —Hdt, 
0 


причем интеграл берется по траектории уу... 

Рассмотрим теперь константу C,. Ситуация здесь су- 
щественным образом отличается от рассмотренной выше, 
так как условия (1.17) не позволяют определить гло- 
бально неособый аргумент Arg в. Это обусловлено тем, 
что матрица (1.18) невырождена на пересечении карт 
U, и U,, может обращаться в нуль в карте Их; поэтому 
функции arg /^.:: могут меняться скачком. Исследование 
константы С, мы проведем при следующем упрощающем 
предложении *). 

Особые точки проекции п: [-—>Вх вдоль В„» образу- 
ют подмногообразие многообразия L,, коразмерности 1. 

Это подмногообразие мы будем обозначать Х,, и на- 
зывать циклом особенностей многообразия L,,. 

На каждой компоненте связности множества L,,\ Dy, 


формула 
Ави” = —Argp? + Маг» 
k 


— 31/2 < arg rg, < 0/2, 
где ‘ie собственные значения матрицы 


_ : (1.28) 


др; 


корректно определяет число, кратное л. Отметим еще, 


что 
T 

> asg Mg = — mindex;.y at 

ops 


k 


*) Типа «общего положения». 
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i 

где index,.) ee индекс инерции матрицы 
р-- 
1 


(1.28). Функция Arg и является постоянной вдоль каждой 


кривой, не пересекающей цикла особенностей |) dy. 
>, OKT 
Поэтому вдоль кривой y,, эта функция терпит разрыв 


только в точках пересечения с |) %. Исследуем измене- 
OSt<T 
ние этой функции при пересечении цикла особенностей, 


Пусть кривая y;, пересекает |] 2 в точках &,&, ... 
ЕТ 


..., tm. Тогда Argu’ меняется при переходе точки & в 
соответствии с формулой 


ty 
Ар" = Атер + Stang her = 
k 


I 
= Arg pi — index, |} = Arg ni —nirdex, [ae + 
др | др- 
; vol 't-0 
+a {Index = = index = Ag yi oi age 
т 1—0 7 t;+0 


Здесь мы ввели обозначение 


ax! 
4 . (1.29) 
140 


0: = деж. ы 
р- 
7 


— index,.) 


1 


t;-0 


Нетрудно проверить, что формула (1.29) определяет це- 
лое число для каждой точки &, не зависящее от выбора 
карты 0,. = 

Если теперь значение {+ таково, что &„е=Х:„ то мож- 
но определить индекс пути у, формулой 


ind y,,-= У Gi. 
< 


Тогда формула для определения Arg p' (или, что то же 
самое, константы C,) принимает вид 


Ата (с) = Arg p°(a9) + wind Ye 
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§ 8.2. Асимптотика спектра 
1/й-псевдодифференциальных операторов 


1. Пакеты лагранжевых многообразий. 
В данном параграфе мы рассмотрим применение теории 
канонического оператора к построению асимптотики 
спектра 1/й-псевдодифференциальных операторов с ве- 
щественным гамильтонианом. С этой целью мы несколь- 
ко обобщим теорию канонического оператора. В частно- 
сти, основным объектом для построения канонического 
оператора в этом параграфе будет служить не одно 
лагранжево многообразие, а некоторым образом пара- 
метризованное семейство лагранжевых многообразий, 
Такие семейства мы будем называть пакетами лагран- 
жевых многообразий. 

Перейдем к точным определениям. 

Определение 2.1. Пакетом лагранжевых много- 
образий мы назовем тройку {L, J(h), ia}, где L — ком- 
пактное многообразие; J(h) — семейство конечных мно- 
жеств, зависящее от параметра #<=(0, 1]; tay: Lo, 
jeJ (№), — семейство вложений, для которых при любом 
hu jeJ(h) имеет место равенство 


1ь, рр Л ах = 0. (2.1) 

Из условия (2.1) следует, что на многообразии суще- 
ствует семейство канонических атласов {0:} и». Суще- 
ствование такого атласа при каждых h, |ЕУ(й) обеспе- 


чивается условием 
2 


8h, ar’, it Ps) 
реке ИА (2.2) 
Ter] 3 

в любой локальной системе координат &. 
Нам потребуется усиление условия (2.2). Именно, за- 
фиксируем некоторый конечный атлас (У, Ё;), #=1,... 
., т. Назовем пакет лагранжевых многообразий рав- 


номерно лагранжевым, если существует такая константа 


det 


6>0, что a, ax! i, ap) | 
min inf det a >8>0, (2.3) 
{=1,2,....Т У, IC{n] Е 


max sup {| О®йьлх|, | О”дь пр} < Ма — (2.4) 
$ 


1=1а,...т tev 
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для любого мультииндекса а, где {V/} — такое открытое 
покрытие L, что У; компактно вложено в У.: УГ, *). 
Замечание. В силу соотношения 


Ina ppp | 
det (h. jy - AMT = 
Ic[n} OG, 


3 2 


в 1 ,* 
8 (ря › Пи ПР 


ot; 
a д; 


= {det 
д, 


Ic[n] 


условие (2.3) не зависит от выбора конечного атласа и 
множеств У’. 

Определим теперь два функциональных пространства, 
необходимых для построения теории канонического опе- 
ратора на лагранжевых пакетах. 

Определение 2.2. Через Сл (Г) обозначим про- 
странство, элементами которого являются семейства та- 
ких функций |[^»(Ё), параметризованные параметром 
he (0, и индексом jeJ(h), что производные от функ- 
ций семейства [»»„ по локальным координатам много- 
образия L равномерно ограничены no (В, j), jeJ(h). 


Рассмотрим теперь кольцо полиномов от переменной 
й вида 


№’ 
У И fran © **), 
k=0 


где fxn © © Сь(Г). Обозначим это пространство через 


Cr° (L) [№]. Множество Г пространства Cp (Г) [1], состоящее 
из элементов вида 


№ 
>| h*fen.n ©, 
k=N 


как нетрудно видеть, является идеалом в кольце Сь (L) [#]. 


*) Заметим, что мы не накладываем никаких условий регуляр- 
ности на зависимость Ць,;) OT A Hj. 
**) Число № зависит от полинома. 


ae 
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Определение 2.3. Через Cr (L)[h]y обозначим 
фактор-кольцо 


серн, = CR (L) ви. 


Введем и зафиксируем на многообразии L некоторую 
риманову метрику. Расстояние в этой метрике мы будем 
обозначать символом r==r(&’, &”). 

Лемма 2.1. На многообразии L существует семей- 
ство канонических атласов {U;} из, индуцированных вло- 
жениями inj, все карты И которого являются открытыми 
шарами. Радиусы этих шаров ограничены снизу положи- 
тельной константой, не зависящей от В и |=Т(®). 

Доказательство. Воспользуемся следующей 


формой теоремы о неявной функции. Пусть Рь (хи, ..., Xn; 
Yi, ..-., Ym), 13 т,— такая система функций, что 
выполнены оценки 

OF OF OF OF 

М, |— |< Nt |—2|<M, |det—1> 8, 
равномерно по переменным (хи, ..., Х», У ..., Ум). 
Пусть точка (Xo, Yo) = (X10, «++ Xnoy Ytoy +++ Ито) ЯВЛЯ- 


ется решением системы F,(X), Yo)==0. Тогда найдется 
такая константа С»„, что при 


Стпб? 
в —*o| < MN@+1 (2.5) 
существует единственное решение 
y=yi(x)  1=12,..., т, 
системы уравнений 
Fy (жа, ...у Хп, У, с... Ут) = 0, 
Fn (Хь ...у Хп, у, ...у Ym) = 0, 


обращающееся в у, при X= Xp. 

Пусть теперь число а>0 столь мало, что открытый 
шар радиуса @ относительно метрики г с центром в лю- 
бой точке многообразия L целиком содержится в какой- 
либо окрестности И/. Очевидно, что для любого числа 6, 
Ь>0, можно выбрать такое число а>>0, чтобы открытый 


$ 8.2] АСИМПТОТИКА СПЕКТРА 315 


шар радиуса а относительно метрики г с центром в про- 
извольной точке многообразия L целиком лежал в шаре 
радиуса 8 относительно метрики, определяемой в окрест- 
ности центра локальными координатами Ё. Выберем те- 
перь число b равным у 


Crd 
Мапзол ? 


где M=max Мо; Моб — константы оценок (2.3), (2.4), 
а C,,— константа, входящая в выражение (2.5) при 
m==n. Предположим без ограничения общности, что 
М>1. Докажем, что любой шар радиуса а (в метрике г) 
при всех h и jel (h) допускает в качестве координат 
функции Йь,лх’ uw it, рт для некоторого [< [п]. В самом 
деле, пусть К» (Ё) — такой шар с центром в точке &, 
В силу выбора числа а этот шар целиком лежит в мно- 
жестве У; некоторой карты (V;, &:). Рассмотрим систему 
уравнений 


b= 


7 * 

х — itn x! (Е, ..., BF) =0, 
(2.6) 

Pz — в.лрг Е ..., в) = 0. 
Согласно условию (2.3) найдется такое множество, что 

1 [п], 

9 (пнд , и, Р-Р = 
ons ° 


де %, 


Кроме Toro, если мы обозначим 


т * Tet = -* 1 п 
Хо = lnk Ee > A), Pp, = Manz Str» +++ В, 
ti, ..., &) — координаты точки & в системе координат 
&), то в точке 
I 
Xo (=, eres EF), Pr (Е, ...у #) 


левые части системы (2.6) обращаются в нуль. Далее, 
первые производные левых частей системы (2.6) по пере- 
менным X', рт равны единице или нулю, а производные 


по переменным Е; первого и второго порядка в силу 
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условий (2.4) не больше М. Поэтому относительно систе- 
мы (2.6) выполнено условие теоремы о неявной функции 


при M=N и 8, замененном на 75/2”, Теорема o неявной 
функции гарантирует, что в окрестности точки Ё, разме- 
ра (относительно метрики, индуцированной координа- 
тами Ё;) 


Can v6 з Ва Cand aa 
М. Ment \ оп Ment2gn 


система уравнений (2.6) имеет единственное решение. 
Но рассматриваемый шар радиуса а в силу выбора а це- 
ликом лежит в этой окрестности. Лемма доказана. 
Замечание. Фактически мы доказали, что семей- 
ство канонических атласов {И} ил, Ве (0, 1], jes(A), 
можно выбрать так, чтобы множество носителей карт 
этого семейства не зависело от параметра A и индекса 
jeJ(h). В качестве такого универсального множества 
носителей можно взять систему шаров радиуса а (в мет- 
рике г). При этом, разумеется, координаты в каждом та- 
ком шаре зависят от выбора значений hE (0, 1] и fel (A). 
В силу компактности многообразия Ё из семейства 
носителей карт канонических атласов можно выбрать ко- 
нечное подсемейство. Мы выберем и зафиксируем такое 
семейство U,, i=1, 2,..., 7. Очевидно, что в каждом 
множестве И; существуют координаты Ё; такие, что для 
любых йе (0, 1] и jes(h), если х', ри — канонические 


координаты в U,, то 


д (x! Ps) 
er aes > У : 
Е: 9п/? 


Нетрудно видеть, что все дальнейшие построения не за- 
висят от выбора конечного подсемейства {0}, i=1,2,... 


det (2.7) 


Ей 
Следствие. На многообразии L существует такое 
семейство конечных разбиений единицы {е}ьу, подчи- 
ненных покрытию U,, 1=1,2, ..., [, что производные по 
каноническим координатам при каждых h, jel (h) огра- 
ничены равномерно по й, jel (В). 
Доказательство. Достаточно рассмотреть одно 
разбиение единицы {e,}, подчиненное покрытию И.. Огра- 
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ниченность соответствующих производных вытекает из 
неравенства (2.7). Следствие доказано. 

Определим теперь понятие квантованного лагранже- 
ва пакета. 

Определение 2.4. Через ^/,(0, 2.) с_означим 
множество элементов {=Сь(И), для которых существует 
такое целое число КЕЕЙ, что 


f—2nk—O(h*) 


равномерно по всем переменным. 
Пусть теперь на многообразии L задано семейство 
мер Ma, » такое, что плотность мер в каждой локальной 


системе координат И; принадлежит С% (И). 
Определение 2.5. Пакет {L, J(h), и ь›} с семей- 
ством мер и», » называется квантованным пакетом с ме- 
рой, если существуют такие семейства коцепей {S;} (a, л 
и {Arg Л}, » покрытия {U,}, что 
„* I T 
1) dS11,1) = n,n (рх —x dpj); 
2) Arg Jin, » — одно из значений аргумента функции 
2 * 
9 (in, n> Чь,пРР) 


an.) ae 


{4-181 ~Ss — Иру "ppl —- ЦА, — (Are), — 
—У ап + |1, =^1 (и П0ь7.), (2.8) 
Rk (в, 
причем A, — собственные значения матрицы (1.18), 
Hess,1, 5, (—S), —3л/2 < ав < n/2. 
В силу рассмотрений, проведенных в конце предыду- 
щего параграфа (эти рассмотрения переносятся ‘без из- 
менений на случай лагранжевых пакетов), коцепи Sra, jy 


и Arg Л „ можно выбрать указанным образом тогда и 
только тогда, когда выполнено соотношение 


-- ( рах + ind y = 2л (mod h) (2.9) 
У 


для любого фундаментального цикла y многообразия Г. 
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2. Канонический оператор на лагранже- 
вых пакетах. Пусть {L, J(h), ia, )} — квантованный 
пакет, {0:} — конечное множество носителей канониче- 
ских карт. Как было указано в пункте 1, это множество 
не зависит от h u |=. (#). Определим теперь в карте И; 


локальный канонический оператор. Пусть фи, „еС# (Ui 
имеет носитель в множестве U;, 

Определим локальный канонический оператор фор- 
мулой 


Кифьр = F gee | Зин. (t's P| x 


x Fran (es PPV? gunn («', pz). (2.10) 


Значение локального канонического оператора на эле- 


менте фи, Cr (Ui) — это семейство функций от пере- 
менной хе”, параметризованное параметрами he (0, 1] 
и jeJ(h). Обозначим через Н**(В;) пополнение прост- 
ранства функций из Co (Rx), зависящих от параметров 
й, ЕТ (№), по норме 


sip. I (1 + A, aa x)" Fan he = IF len BF 


Через H'”" Rd) мы обозначим проективный предел про- 
странств НУ" (Ri) при r— oo, 


Оператор 1/й-преобразования Фурье осуществляет 
для любого г непрерывное отображение 


БИ: HY" ("НУ (Вр. (2.11) 


Определение 2.6. Через Nip (Ri) мы обозначим 
такое подпространство пространства H™" (R%), что fu.) S 


= ИН (Ri) в том и только в том случае, когда для 
ae r 


N 
Vente ny < Crh 
*) Здесь Ax == p? — «квантовый» оператор Лапласа: 


ра = — — А. 
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причем константа С. не зависит oT AE (0, 1], jes(h). 
Через “Н!""(Ву) мы обозначим фактор-пространство 


НУ (RS) = HM RAT Н ©. 


Предложение 2.2. МЛокальный канонический 
оператор (2.10) осуществляет непрерывное отображение 
пространств 


Ко: СР (0) > “H™ (89). 


Доказательство. При четном г имеем 


(t+ Ady. ae |x! P+ | psy" exp es Зи] x 


«rank? pai (Xs РР = У ИФ (х", рт, В); (2.12) 


k=0 


при этом функции Фи (х', Ръ №) в силу определения про- 
странств Cj’ (U;) равномерно ограничены по (h, j). Более 
того, функции Фь (х', ру, В линейно выражаются через 
функции вида x“p* (фи, ь), lal +|B]<r, с коэффициен- 
TaMH, принадлежащими С° (0;). Следовательно, для лю- 
бого четного г Г»›-норма правой части формулы (2.12) 
оценивается через норму |l@ca, jllcr, ny с константой, не за- 
висящей от h u je/(h). Кроме того, очевидно, что функ- 
ции ©, имеют компактный носитель. Поэтому Ё,-норма 
правой части соотношения (2.12) ограничена констан- 
той, не зависящей от (h, |). Непрерывность оператора 
(2.11) показывает теперь, что 


Ku Sap) ЕН ue (Ri), 


а оператор Ky, непрерывен. Предложение доказано. 
Следствие. Оператор Ки; осуществляет непрерывное 
отображение пространств 


Kuz Ce UV) Vly > HR). 
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Доказательство. Требуемое утверждение сле- 
дует из непрерывности отображения 


и": ЗНА (в) > "HM" (RD), 


которое проверяется непосредственно. 

Определим теперь в ситуации лагранжевых пакетов 
операторы Vy, аналогичные операторам V,,. Для облег- 
чения доказательств нам потребуется несколько иная 
запись оператора Ки;, полностью эквивалентная (2.10). 


Именно, 


в i 
Kuan = F pol exp fe Snap (x!, р) — 


— > (АЛ ил, р} [Jamun (8's РР | a1 (<, РУ). 


Оператор Vi, определяемый для любых двух карт U,, 
И, ПИ, 


Ур: Ce Us Ud ly > СР Ui WU) Uy» 


представляет собой семейство операторов Via, i). Более 
того, операторы Инц, , удовлетворяют соотношению 


Ku V не оФьр — Кии, у = 0 (0) (2.13) 


для любой функции ga, „Е Св (ИП) [h]y с носителем 
в пересечении ОГ]. Соотношение (2.13) будет выпол- 
нено, если выполняется сравнение 


exp{i|-- Situ (х', р) —- Ав, рз|} 
[Jan's РР) Г Vann Pen, р (х', pp) = 

Ру рр [ Зньр "Ру, (Ate Dra. (2s РЗ} 
х | Irani (es PDI? pan e's р) (modh"). (2.14) 

Здесь И; — карта, отвечающая при данных (fh, j) MHO- 


жеству Ц; У, — карта, отвечающая множеству И; при 
тех же (A, |). Как и ранее, введем множества 


h=!Q4, h=I—-h, Б=/- А, = tn \ (i U4,U 4). 
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Тогда правая часть соотношения (2.14) перепишется в 
виде 


>)” (- 0 ор rs ры + хбр, + 


+5 ь,р(х", pa) } Wren (0, PD” фир (©, Pz) ах "Ари, = I. 


(2.15) 


Применим к интегралу (2.15) формулу асимптотиче- 
ского разложения интеграла быстро осциллирующей 


`функции: 


Г = exp {— (ра + x" D1, + Srey 2, Pras ри) x 
x [det Нез, (— Suan (x, x", Pr ри)" х 


м 
х м (ил (0, x", Pty pry? x 


k=0 
x Фил (x”, x Pty P1)}+ О (n’) 
при x? = x"*(x', pz), pr, = pi, (x's рт), где x", pr,— реше- 
ние системы уравнений 


Shi) ot 
— Pi, + — 2 (x ts x Phy Pt) = 0, 
Ox"? 


as 
хе =i Deel, x! м» py) = 0. (2.16) 
ls 


Как и ранее, проверяется, что решением системы (2.16) 
являются функции, определяющие замену координат от 
И, к 0+. Далее, обычные вычисления приводят к фор- 


x! ‘рт, + xi "Pl, + Sy =", x's, Pr ри) = 
= ve Day + 3 Mea) rane ep 


12 y 


‘, х Jan (хх, ра, Pad 
ху We Laan 0 2, ри, PAD Фор (Е, Xs ри, Pid), (2.11) 


k=0 


11 Мищенко и др. 
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причем все сравнения понимаются по модулю AY равно- 
мерно по (h, j), he (0, 1], jel (®). 

Формула (2.17) вместе с соотношениями (2.9) пока- 
зывает, что в качестве операторов Ув,» при каждых 
фиксированных he (0, 1], je/ (hk) можно взять операто- 
ры V,;, определенные ранее. 

Рассмотрим теперь некоторые свойства операторов 
Унц». Мы докажем соотношения 


Ущь,лУ ще, рФ = Ф (mod hn’), . 
(2.18) 
Vin. nVetn.n® = Уже, рф (mod А"). 


Для этого рассмотрим карту И; как лагранжево много- 
образие. Рассмотрим также его покрытие множествами 
V,=U,(\U,. В качестве коцепи $ мы выберем коцепь 5, = 
=5,+х'рт—х’ру. (Все рассмотрения происходят при 
фиксированных (й, |), О; —тип карты И; при данных 
(A, /).) Формула разложения интеграла быстро осцил- 
лирующей функции показывает, что операторы У;., 
отвечающие U;, суть дифференциальные операторы с ко- 
эффициентами, зависящими лишь от производных функ- 
ций S;, Как было доказано, операторы V;,; удовлетворя- 
ют условиям (2.18). Далее, производные функций 5, со- 
впадают с производными функций $; с точностью до 
О (#^). Это следует из формулы (2.8), если учесть соот- 
ношение 


(Arg Л), — (Arg /), = arg Ap | | J, | = const. 
k 


Отсюда следует соотношение (2.18). 
Определим теперь локальный канонический оператор 
в карте U; формулой 


Кифер = У Ки щь у еь, р, 
1 


Pan = Ce Ud м. (2.19) 


Справедливы следующие утверждения. 
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Предложение 2.3. Ограничения операторов 
Кох CR (U) Wy > “H™" RD), 


t 


Ku CR U) (hly >" H"" (RD ; 


на множество функций us Cr (UU,) [В ]х с носителем в 
пересечении UU, совпадают. 
Теорема 2.4. Существует единственный оператор 


К: CR (Ly —^Н"" (В, 


ограничения которого на функции из Cr(U,)'[h] x с носи- 
телем в множестве И; совпадают с операторами (2.19). 

Доказательство этих утверждений полностью 
совпадает с доказательством соответствующих утверж- 
дений главы VI. 

Перейдем теперь к формулировке теоремы о комму- 
тации в случае лагранжевых пакетов. 

Определение 2.7. Пакет {L, J(h), 1. ›} с мерой 
ие » Называется ассоциированным с гамильтонианом 
Н(х, р), если существует такая система констант Ea, 5, 
(эти константы мы будем называть энергетическими 
уровнями), что 

1) Еъ,» равномерно ограничены по йе(0, 1], je 
eJ(h); 

2) ia pH (x, p)=Eu,», и мера pa, 5 инвариантна от- 
носительно векторного поля У(Н), т. е. 


Loar, ==0. (2.20) 


Заметим, что требование (2.20) корректно, поскольку 
в силу леммы 1.2 главы П многообразие L инвариантно 
относительно У(Н). 

Теорема 2.5. Пусть пакет {L, J(h), in} с мерой 
Lia, 3) ассоциирован с гамильтонианом Н (x, р). Тогда су- 
ществует оператор 


Р: Cy (L) (ly > Cr (L) Aly 
такой, что P= {Рь, з}, 
H (x, Р) Кфьл = — ИКРь,лфь.л + Eo.nKeu.n (воЯ В”) (2.21) 
14° 
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для функций из Ce (L)[h]x. При этом операторы Py, у 
определяются локально при каждых (h, ]) так же, как в 
$ 6.2. 

Доказательство проводится совершенно анало- 
гично доказательству соответствующего утверждения 
для индивидуального лагранжева многообразия ($ 6.2). 

3. Асимптотика спектра. В этом пункте мы до- 
кажем теорему о приближении спектра 1/И-псевдодиф- 
ференциального оператора A= H (x, p). При этом нало- 
жим некоторые требования на а A. 

Теорема 2.6, Пусть {L, J(h), Ain, „} — лагранжев 
пакет с мерой, ассоциированной с гамильтонианом Н; 
En,» — соответствующая система энергетических уров- 
ней. Пусть ви, у. = Den, hh, REB,— система  собствен- 
ных значений оператора F, отвечающая таким собствен- 
ным функциям Qin, i,m что нормы в L,(R") функции 
К,» ограничены снизу положительной константой, не 
зависящей от he (0, Ци jes(h). Предположим, что 

1) Числа eh,j) ограничены равномерно по he (0, 1] и 
jes(h). 

2) Производные функции Qi, р, к NO локальным коор- 
динатам многообразия L равномерно ограничены по Ве 

= (0, 1], jel (В), REF. 

rs Существуют такие положительные постоянные С и 
М, что 


КН —м)-< & 


где 4 — расстояние от точки ^, до спектра spec H опера- 


тора Н. Тогда существует такая константа C,>0, что 
множество 


Ar = {A |X = Ej) — Ме. } 
лежит в С.В“/М-окрестности множества spec Н при каж- 
дом he (0, 1]. ‘ 
Доказательство. Применим оператор Н к 
функциям фе», р, ь. В силу (2.21) имеем 


i Кфар. = 
= H (x, р) Kaan = Е в рКфи, р — ARQ ae + Pape = 
= (Evy — thea paKOnna) + Pape (2.22) 
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Напомним, что 


Nypyilh 
dap. © TH (RY). 
В частности, 


< Си (2.23) 
x 


для некоторой константы C, не зависящей от (h, j) и ^. 
Перепишем соотношение (2.22) в виде 


(A — (E (4,9 — Ма, лв) KOs, pk = Dee, ру. (2.24) 


Разобьъем теперь множество A, на две части: A, и Л», 
где Л, =А»Пзрес Н, A,=A,—A,. Множество A, лежит в 
любой окрестности спектра spec Н. Докажем, что суще- 
ствует такая константа C,, что A, лежит в C,A*/™-oxpect- 
ности множества зрес Н при каждом йе= (0, 1]. Приме- 
няя оператор (Н— (Бе, ›— ге, р„-))-' к соотношению 
(2.24) и взяв норму левой и правой частей полученного 
соотношения, заключаем, что 


С < Кл, = (Я — (Еил— thea. px 


С М 
; < ——_©°_Gh”, (2.25 
| Pane |, — [4 (^, spec fry 


где Ha последнем шаге использована оценка (2.23). Из 
соотношения (2.25) получаем при любых ]е=7(#), REB, 
следующую оценку: 


ы MCE 
d (A, spec Я) < V er : (2.26) 


причем константы в неравенстве (2.26) не зависят от 
he (0, 1], {= (В), РЕВ». Взяв точную верхнюю грань по 
AGA, функции 4(^, specH) в левой части неравенства 
(2.26) и замечая, что при AGA, d(d, зрес Н) =0, по- 
лучим 


Z ми 
sup d (A, spec Я) < V = ANY , 
2 
| м/ CE 
Последнее соотношение при С, = и = доказывает 
3 
Teopemy. 
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Следствие. Лусть выполнены условия теоре- 
мы 2.6 и, кроме того, все энергетические уровни Ець, » 2e- 
жат в области Е, в которой оператор Н имеет чисто ди- 
скретный спектр при каждом Ве= (0, 1]. Тогда множество 
A, асимптотически приближает дискретный спектр one- 


ратора Н в области Е. 

4. Одно замечание о нахождении асимп- 
тотики собственных значений дифферен- 
циальных операторов. Как мы видели, построе- 
ние асимптотики собственных значений (спектра) опера- 
торов Гамильтона методом канонического оператора 
Маслова состоит из двух этапов. Вначале из уравнений 

° (условий) квантования находится нулевое приближение, 
затем оно уточняется с помощью собственных значений 
оператора переноса. 

В практике, однако, встречается ситуация, когда 
спектр оператора переноса заполняет некоторое всюду 
плотное множество, в то время как спектр основного опе- 
ратора Гамильтона дискретен. Это приводит к необхо- 
димости указания способа выделения дискретной серии 
значений оператора переноса. Впервые такого рода про- 
цедура была проведена Е. М. Воробъевым для случая 
спектра задачи Дирихле уравнения Лапласа в кольце. 
Е. М. Воробъев указал некоторое условие вида (2.30) 
(см. ниже), позволяющее отбирать конечную серию соб- 
ственных значений оператора переноса. В теореме 2.6 
получено условие, позволяющее осуществить указанный 
отбор для задач общего вида. 

Следующий ниже пример показывает, как первые два 
требования приводят к выделению дискретной части 
спектра оператора переноса. Рассмотрим задачу 


на собственные значения для оператора H(x, р) с га- 
мильтонианом : 


НЕ = 5+ XD +A (pi + #9. 


Здесь A — некоторое число. Наиболее интересен случай, 
когда число А иррациально. Дальнейшие рассуждения 
будут происходить при этом предложении. Гамильто- 
ново векторное поле, отвечающее гамильтониану Н, 
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имеет вид 
У(Н) = м. 
(Н) т т + А Эр: = 


Для построения системы лагранжевых многообразий, 
инвариантных относительно векторного поля И(Н), pac- 


смотрим фазовый поток семейства многообразий Мс 
вдоль поля У(Н): 


Ж = Рсоза, 2 =0, 
py=Psina, p,=0, dim Мос ==1. 
Решение системы Гамильтона 
a= py a? =i Арь 
A= — #, Ps = — 1x8 


с начальными данными на многообразии Мес имеет вид 


= xcost + розпь ху = Pcosa, 
р: = — xsint+ роз py= Psina, 
Х == хсОЗАЁ-- pag sin At, х2 = од, 


ри == — т A 4- Pag COSAt, ри =0. 
Перепишем эти уравнения следующим образом: 
х==р(с0$ acos¢t+sina sin?) pcos (t—a), 
P~P:=—pe (cos a sin t—sin a cos В =—p'sin (t~—a), 


| (2.27) 
xv’=ocosat,  рь=— 0 м М. 


Если считать параметры © и # координатами, то уравне- 
ния (2.27) определяют систему двумерных лагранжевых 
многообразий M,,., инвариантных относительно вектор- 
ного поля У(Н). 

Для выписывания условий квантования и последую- 
щего решения уравнения переноса полезно явно задать 
образующие фундаментальной группы m,(M,,.) мно- 
гообразий М, ‹. Tak как многообразия M,, « гомеоморф- 
ны двумерному тору Т, то я, (Мь г) =297. Следова- 
тельно, образующими этой группы являются: 
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1) цикл и: 
xi=Pcosa, =a, 
р: = Psina, р, =0; 
2) цикл Y,! 
xi =P, x2=acosA, 
ри =0, р» = —osinat. 
Условия квантования дают 
07 = (28-1) on = (т +1), 


Enn=h{(n+1/2) +А(т-+ 1/2)}. 


Изучим теперь собственные значения оператора пере- 
носа. В координатах ($, a) векторное поле У(Н) =0/0 
(равное оператору переноса Я) есть 9/0. Уравнение Ha 
собственные функции и собственные значения оператора 
9/01 имеет вид 


поэтому 


a) 
ot 
Решая это уравнение, мы получаем, что 
p=C(a)exp (et), 
где C(a) — 2л-периодическая функция. 

Подберем функцию С (<) так, чтобы функция ф (<, #) 
была функцией на торе М, .. Как нетрудно видеть из 
уравнений (2.27), в случае, если значение параметра # 
при постоянном значении х изменяется на величину 
2n/A, та цикл y, переходит в себя. При этом точка с коор- 
динатой переходит в точку с координатой a—2n/h. Ус- 
ловие однозначности функции ф(о, #) на Tope Мр, ‹ есть 


2x 2n 
ф (а, 9—5, +a). 
Это приводит к уравнению для функции С (%): 
2х 2пе 
С (©) = C(a— =) exp (52) ’ 
которое можно переписать в виде 
ехр fi ( = ral С ” == exp (- =) С (а). (2.28) 


—= eq. 
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Поэтому функция С(%) должна быть собственной функ- 
o fe д 
цией оператора сдвига ехр {i ( 2" =}. 


Собственные функции такого оператора совпадают < 
собственными функциями оператора 10/da, а собствен- 
ные значения получаются из собственных значений г опе- 


ратора :0/дх подстановкой в функцию exp {i = 2 . По- 


этому 


С, (a) = exp (isa), he = exp [-— 17, з= Я. 


С другой стороны, по формуле (2.28) собственные значе- 


ния оператора сдвига равны ехр {— =". Поэтому 


и для собственных значений оператора переноса получа- 
ется следующее соотношение: 


или 
89 =1(@ №9), seZ, GeZ. (2.29) 


Точки {8} при $, J&Z образуют всюду плотное на оси R 
множество. Однако при больших $ производные по пере- 
менной & функции С, (%) =ехр (15а) велики и поэтому си- 
стема собственных функций 


Ps,q(a, t) = С, (а)ехр (&sgf) = exp (isa) exp {i (3 + Ag) 1} 


не обладает ограниченными равномерно по переменным 
5, а производными, если значение 5 неограничено. Поэто- 
му необходимо потребовать, чтобы |5|=< А, где А — кон- 
станта. Далее, поскольку числа |г„| должны быть огра- 
ничены, то из соотношений (2.29) с необходимостью сле- 
дует, что 


s=O(1), 9=0(1) (2.30) 
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и, следовательно, всюду плотное множество исчезает. 
Асимптотика собственных значений при этом имеет вид 


Етв — зи = h(n +1/2) + АА (т +1/2) + вв -+- М) = 
= (п +s) + 1/2] -- № (т + 9) +1/2], (2.31) 


где целые числа п и т подбираются так, чтобы 
0<ЕБ,<Е„=<Е, < +00, (2.32) 


Заметим, что последнее требование является весьма 
существенным. Если его не ввести, то по формуле (2.31) 
можно получить отрицательные змачения для положи- 
тельно определенного оператора, что абсурдно. При 
s=g=O(1) это уже не так. Действительно, в этом слу- 
чае при малых значениях параметра A правая часть в 
формуле (2.31) всегда положительна в силу неравенства 
(2.32) для Еж» и условия $, 4=0 (1). 

Резюмируем результаты разобранного примера. В не- 
которых случаях спектр оператора переноса может обра- 
зовывать плотное на оси В множество. Однако собствен- 
ные функции, отвечающие таким собственным значени- 
ям, не будут ограничены в совокупности равномерно по 
системе параметров, определяющей собственные значе- 
ния. Следствием этого является неравномерность оценки 
расстояния от приближенного спектра до точного. Это 
обусловлено тем обстоятельством, что в остаточный член 
входят производные собственных функций оператора пе- 
реноса не только по параметру траектории гамильтоно- 
вой системы, но и по трансверсальным координатам. При 
выделении подсистемы собственных значений, собствен- 
ные функции которых ограничены в совокупности, проис- 
ходит «раздискречивание» спектра; из всюду плотно- 
го спектра оператора переноса выделяется подсистема 
собственных значений, которая уже не является всюду 
плотной. 

Несмотря на то, что эти выводы сделаны на основа- 
нии рассмотрения конкретного примера, они остаются в 
силе и для общего класса задач. Например, все сказан- 
ное верно, если уравнение 


H (x, 5) psiEP 


имеет дискретный спектр при каждом значении парамет- 
ра fh. При этом, если расстояние между точками спектра 
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имеет порядок O(h™), нужно рассматривать оператор пе- 
реноса Я, выписанный до 1—1 члена по h: 


$ = +В + sah В: 


Это замечание непосредственно следует из теоремы 2.6. 
В самом деле, если, например, расстояние между точка- 
ми спектра было бы пропорционально A, спектр операто- 
ра % всюду плотен на оси и собственные функции, отве- 
чающие спектру, ограничены в совокупности, то множе- 


ство 
Eo, „+ Шеф, у, к (2.33) 
приближало бы спектр. Выбрав в неравенстве 
| в», р, *| < С 


константу С достаточно большой, мы получили бы, что 
множество (2.33) всюду плотно в отрезке [E,, E,]. С дру- 
гой стороны, по теореме 2.6 в С#*-окрестности любой точ- 
KH этого множества лежит хотя бы одна точка спектра. 
Это противоречит тому, что расстояние между точками 
спектра пропорционально h. 


$ 8.3. Системы уравнений 


В этом параграфе мы построим теорию каноническо- 
го оператора Маслова, пригодную для нахождения 
асимптотических решений для случая систем уравнений, 
а также для случая, когда коэффициенты гамильтониана 
суть операторы. Этот последний случай встречается, на- 
пример, в задачах квантовой химии. 

Параграф разделен на две части. В первой изучена 
конечномерная ситуация, во второй — бесконечномерная. 
Построение теории осуществляется следующим образом. 
Считая матрицу (оператор) симметрической (самосо- 
пряженным), мы рассматриваем каждое собственное 
значение (терм) как гамильтониан, строим для него 
канонический оператор и устанавливаем теорему о ком- 
мутации. При этом мы предполагаем, что термы не пе- 
ресекаются (хотя и могут быть кратными). Другими 
словами, мы рассматриваем системы с характеристиками 
постоянной кратности. Случай, когда кратность характе- 
ристик меняется, несравненно сложнее. 
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1. Конечномерная ситуацня. Пусть 
1, (х, р, 4): Е"—Ет (3.1) 
— гладкое семейство конечномерных операторов (т. е. 
матриц), действующих в т-мерном арифметическом про- 
странстве Е". 

Коммутация с оператором Гамильто- 
на. Предположим, что оператор L,=L,(x, р, 4) имеет 
вид 

L,=A(x, р) thLi(x, р, h)+O0(h*), (3.2) 


где A(x, р) — диагональная матрица: 
А (x, р) = diag (A, (x, p)@ id,,, ..., №ь(х, р) @ id,,). (6.3) 
Таким образом, 


рок ео о ооо вах 


Ay(Z,p) 
te их 
а Ayo, p)* + 
Ap) = 
о oes Жар": 
as) а os 
By | re een ee АА: 
Любая из функций А.(х, р), #=1,..., №, являющаяся 


собственным значением матрицы (x, р), называется га- 
мильтонианом или термом. 

Обозначим через К, i=I, ..., 4, канонические опе- 
раторы, ассоциированные с термами /.(х, р), i=l, ... 
..., ®. Легко видеть, что в частном случае, когда в раз- 
ложении отсутствует второй член, т. е. выполнено срав- 


нение *) 
L,=0 (modh*), N>1, (3.4) 
для оператора 
К = diag (Ky © id,» oe by Ke © id,,) (3.5) 


*) To есть следующее ниже сравнение справедливо для любой 
функции gp: Се’(В") —Ет. 
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имеет место следующая формула коммутации: 
Ly Kop = La (x, Р, КФ = — К Я(тод №"). (3.6) 
В этой формуле 
$ = diag (P,Q id,,, ..., Pe® id,,) (3.7) 


— диагональная матрица, а A, ..., A, — операторы пе- 
реноса, отвечающие термам ^, (х, р), ..., №(х, р) соот- 
ветственно. 

В случае, когда оператор L,(x, р, h) не удовлетво- 
ряет условию (3.4), формула (3.6) уже не верна. Тео- 
рия возмущений, однако, подсказывает, что нужный 
оператор К, следует искать в виде 


К=ЮК-+АК,. (3.8) 
При этом оператор К’ имеет вид 
р 7 =. 
р А РИ 
ГОУ” АВВ] | | | 
а ВЕ Е 
| 1 
et | (3.9) 
и о В. 
т he 
—-po--to—kn-s 
{ | lg | 
Е ee es 


так что в матрице (3.9) на диагонали стоят нули, a в 
клетке с индексом (1) размера (и, Жг,), [5], стоит ком- 
позиция K;oD,; дифференциальных операторов 


Ри = Diy + hDi; ... + ANDi 


с неопределенными коэффициентами и канонического 
оператора K;. 

Применим оператор (3.2) к оператору (3.8), а затем 
используем формулу коммутации (3.6). В результате 
получим, что можно так подобрать операторы Диу, что- 
бы формула 


[Кл = — ih Кб (mod h”) (3.10) 
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была справедлива в том и только в том случае, когда 


ПО, Lfal,...,n, 15] (3.11) 


Здесь й: L->O— лагранжевы вложения. Более того, 
прямой подсчет показывает, что главная часть С, опера- 
тора С имеет вид 


Gy= diag (..., (9, НИ) ® id, ...), (3.12) 


где L,— матричные элементы оператора L,(x, р, 1). 

Коммутация с оператором Гамильто- 
на произвольного вида. Пусть [,(х, р, №) — 
оператор в БЕ”, и пусть Ly(x, р) = (х, р, 0) — его глав- 
ная часть. 

Теорема 3.1. Пусть семейство Ly(x, р} имеет 
полный набор собственных векторов x(x, р),..., х(х, Р), 
отвечающих термам №(х, р), ..., №(х, р), и пусть 
х(х, р) — матрица, столбцами которой служат коорди- 
наты собственных векторов в пространстве Е”. Если 
выполнено условие (3.11), то для оператора 


Кь = ХК (3.13) 
имеет место сравнение 
L,Kn = — К.С (mod A”). (3.14) 
‚ Замечание. Оператор x обладает тривиальным 
ядром. 
Доказательство теоремы 3.1. Определим 
оператор L, из равенства 


= Gy +-AL,) (moan), (3.15) 
где № =diag(... ,4;® id,,, ...). 


Тогда B силу (3.13) выполнено равенство ЁКь = 
= [У К» (той А^); далее, применяя формулы (3.15) и (3.14), 
получаем, что 
РКь = Х о + ВЕ) Ky = — ИХ ЮО (mod h*). 


Теорема доказана. 
Бесконечномерная ситуация. Пусть 
Н — гильбертово пространство, скалярное произведение 
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в котором мы будем обозначать скобками (,). В про- 
странстве Н мы рассмотрим оператор *) 
L,(%, р): Н--Н (3.16) 


и предположим, что он имеет изолированное собствен- 
ное значение A(x, р) ЕВ конечной постоянной кратно- 


сти г. Пусть, далее, Ly (x, р) — сопряженный **) к 
Ly(x, р) оператор, имеющий собственное значение 
А (х, р) той же кратности. 

Мы предположим, что в пространствах 


Xa, = Ker (Г, (x, р) —A (x, p) 1) = Ker Ly, (3.17) 
XK = Ker М4 (x, р) —A (x, p) П =Кег — (3.18) 


(Г — тождественный оператор) можно выбрать в каче- 
стве базиса собственные векторы 


Xi ...у Х„ ы (3.19) 
а (3.20) 


операторов [+ и Ly соответственно. 


Более того, мы будем считать, что базисы (3.19) и 
(3.20) ортогональны: 


(Xt xj) = би, (3.21) 
а базис (3.19) ортонормирован: 
(Xs, Xs) =6... 


Обозначим через Hz (x, р) ортогональное дополнение 
пространства ХХ (x, р) в Н: 


Hi (% P) BK (% p) = H. 
Лемма 3.2. Имеет место следующее соотношение: 
Hi 1%, =0. (3.22) 
*) Для краткости гладкие семейства Lo(x, р) мы будем назы- 


вать операторами. 
**) Относительно скалярного произведения (,). 
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Доказательство. Из включений 


ВЕНЬ her, №-0, (3.23) 


следует, что 
h=a'y, a@eR, (3.24) 


и при этом для некоторого k число a*=£0. Умножая ска- 
лярно равенство (3.24) на yz, мы в силу (3.21) получим 
(h, X¢) = a’, (3.25) 


т. е. вектор В имеет ненулевую компоненту в ХХ. Поскольку 
XX | Hx, то вектор h =0. 

Лемма 3.3. Для произвольного вектора фЕЕН име- 
PT место следующее разложение: 


Ф = Фж + Фин xy, S Xoo Pye S Hi. (3.26) 


Доказательство. Если не всякий вектор раз- 
лагается в сумму (3.26), то в силу замкнутости прост- 


ранств y, и AX найдется вектор #520, ортогональный 
пространству сумм вида (3.26). Разложим вектор h в 
сумму векторов 


и рассмотрим скалярное произведение 
0 = (1, Py, + Ps) = (согласно (3.27)) = 
= (Ax, + Ань Px + Фн+) = (+, Px,) + (Инь, Px) + 
+ (=, Физ) + (Ин Физ (3.28) 


Из определения пространств ХХ и НХ ив силу леммы 
3.2 второе и третье слагаемые в сумме (3.28) исчезают. 


Предположим теперь, что 
hye 0. (3.29) 


Тогда, полагая Px, = №, +, Фи; =0, мы получим, что 


(typ hy) =0, (3.30) 


it 
H 
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что противоречит предположению (3.29). Если же А+ = 0, 
то в силу (3.27), (3.28) 


Инь = 0. (3.31) 
Полагая Фи, = вн» Фи =0, получим 
(izes hys) = 0, (3.32) 


что противоречит (3.31). 
Следствие. Из леммы 3.2 и леммы 3.3 следует, что 


Н = Hi@® %. 


Лемма 3.4. Определен оператор 
L(x, 6): НУ > НУ. (3.33) 


Доказательство. Достаточно показать, что для 


+ 
любого вектора № & Hx и любого вектора хх <= Xx выпол- 
нено соотношение 


(Ly (x, p) hy, x4) =0. (3.34) 
Имеем 
(Lo (x, p) hk, xt) = (hit, LE (x, p) x8) = 1(h}, xt) =0. 6.35) 


Предложение 3.5. Пусть в некоторой точке 
(Xo, Po) 


A(X, Po) =0. (3.36) 
Тогда оператор 
Го (х, Р): Но (Xp Po) > Но (Xe Po) (3.37) 
является изоморфизмом. 
Доказательство. а) Мономорфность. 
Пусть 
Го (Xo Ро) Ф =0, (3.38) 
ФЕН? (Xp р. (3.39) 
Тогда из (3.38) следует, что | 
PE Xo (Xo Po), (3.40) 


И из леммы 3.2 следует, что p= 0. 
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6) Эпиморфность. Заметим прежде всего, что 
поскольку 0 — изолированная точка спектра оператора 
Ly(x, р), последний имеет замкнутую область значений. 
Ноэтому 


Coker Ly (х„, Po) = Ker 1% (Xo, Ро) = Xo (Xp Ро). (3.41) 
Поскольку 
% П He =0, (3.42) 


то эпиморфность оператора Ly(X, Po) доказана. 
Определим теперь канонический оператор 


Kx: СР (Ma) > HR"), (3.43) 


ассоциированный с гамильтонианом A(x, р). Здесь М, — 
лагранжево многообразие, лежащее на нулевой поверх- 
ности уровня гамильтониана A(x, р). Сужение операто- 
ра (3.43) на собственное подпространство x, в силу со- 
отношений 


Мо (х, р) —Х(х"р) Пф =0, фе, (3.44) 
АА (x, p) = 0 (3.45) 


приводит к следующей. формуле коммутации в произ- 
вольной канонической карте Ит: 


EK(U) = АВК, (ИУ. - (3.46) 


К сожалению, функция Уф, вообще говоря, не при- 
надлежит пространству Хх», и чтобы получить формулу 
вида (3.46) для сужения оператора К, на Хх, мы испра- 
вим его следующим образом. Обозначим через 


(3.47) 
Риз: H -> Hi 
проекторы. Очевидно, что Py, Ф Ри =idy. Тогда для фЕЕН 
имеем (индекс Гу У опускаем) 
Vo = РАФ Риз “Е ao+ Ригу. (3.48) 
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Будем искать нужный нам оператор К, 


К» = К» (1— ВОР), 


где оператор 


р: Hi-Ht 
— неизвестное пока отображение. Имеем 
LRig = LKy — М.К, ОР н+ === — ШК, ф — 
3 А mod &: 


— ВКР, .УФ — ALKDP ap = 
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= — ihK,. Go — ihK,PyVe— ВКР, 9. (3.51) 


Теперь оператор р можно найти из уравнения 


— Рау = ViDP i135 


поскольку V,=L,+AV,. 


Вычислим *) главный член Я оператора Я: 


9: CHM, Xa) -> Ск (Мь Xa). 


(3.52) 


Из леммы о коммутации быстро осциллирующей экспо- 
ненты и оператора Гамильтона, которая доказывается 
дословным повторением рассуждений скалярного слу- 
чая, следует, что оператор И, при ht в разложении 


функции 
Hy (x!, xh Pr, Pz) exp [ 51) ф 


равен 


Иф= до OP __ Oly 09 _1 OS; ALo OS; Ly 
Эру др; art ох — ax! ax! дру Op; 


ax! 9; =P; ax! 2 


9 Si Ole о 9 
г = = 
дх дру ax! ap, dx! dp; 


(3.53) 


| Ф— И. (3.54) 


*) Мы используем любезно предоставленные нам В. П. Масло- 


вым (неопубликованные) записки его лекций. 
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Обозначим L,=[L,—A/] (x, р). Тогда 
OL, д OL, д 1 es OL 
Uo ee ek — АЕ 
PEOPT  axtlax! 


95, GL, OS, 94, о Pha 


— - p—iLip + ИФ. 
ax! ax! Op, Op, ax! PF ax! ap, ax! _ 

| (3.55) 
Здесь И!’ф — выражение, аналогичное первому слагае- 


мому в (3.54), но с заменой выражения L, на A. Поло- 
жим теперь 


ф= 24(% PV en (3.56) 


где х (х, р) =x. Имеем 


я 928 
и 9. aye 1 f OP er’, (3. 
7 re My 2 | “ap: opz a wr. (3.57) 
Поэтому 
А 
- € = 
= д I + Se 
dt Op~ Op— 
TT 
ve In pr = | dt 2 fe op; - 
1 925 =/f(_—4# 41 Gate 
т 2 (вор + г! = в. хо | * 8.58) 
Далее, | 


aL, og OL, dp _ OL, (dah 
= ae ито ПИ a ap ran? eee Pe X— 
ax? Pp 9 Ox! о \ Oz 


aL OL OL 
pada (Z7"") ХР а = . (3.59) 
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Первые два слагаемых в (3.59) удовлетворяют сравнению 


Ge в") “Ay =0 (modR (Ly). 8.60) 
PF ax 

8 yaa) 21% — 0 (mod RIL 3.61) 
(Zui) зао вов). = 880 


В формулах (3.60), (3.61) через R(L,) обозначен образ 
оператора К.. Итак, 


OL, d OL, а 1f @s d 
Ue =u а + 
ax! 47 дру dx 2 \ др; др; т 


1 oA aL д а 
А Д-р" (26 в _ 
ax? Pz = OPT ах 


rs Soak к (3.62) 
7 oe 


2 \ Op; ap, 2 дхд 
Далее, используя равенство 

dS; = ри 4х! — х арт, (3.63) 
получим 


dy oy ay, axl Oy Py _ ay On 95, ay Sy 
deg бт орт т т дд др Ax! dp. ' 
(3.64) 
д рак а 9 в 2 
а! дм’ отб ды ax! ди ог 905 8x" © AD, ax! ax! ` 
Следовательно, 
Uy = wy” | (= ok ee) a (ee ¥ 
ax! Pz 91 ax! ] ЭР: OP7\ axl ay? 2 ax! ax! 
ВВ yl Oe 
ax! ax! | ax! Py dx! dp 7 


Op, Op, 2 9, 9Py 


OL, dy OS; OS, Ly PL 
91 ayl ax! Op, ax! Op; ax! ap, ax! ap, Xt 
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Продифференцируем теперь тождество 


Имеем 
OL, 


ax? ах? 


921, 


aL, 


ax! ap; 


PL, 


ax! ap, 
aL, 


ax! др; 


В формулах (3.67) — (3.71) все сравнения рассматрива- 
ются по модулю R(L,). Поэтому (индекс Гу $ опускаем) 


OL, д 1 @L 925 

cs ae ae | ks 

ax! ox! 2? at agt 9219: 
ee 
OP; Op; ax! at 2 0 ax? 2 ant? xl 


a | Oba Re re 
Op; Op, 2 0p; Op; 


ГЛ. УШ 


Li(x, р) х(х, p) =0. (3.66) 
Эд 9 ay =0 (3.67) ' 
ax! ax! dx! ax! 
oh, OK Sky Е 0 (3.68) | 
6p, Op; др Op, =e 
aL aL 

Mn 4 4 O_O =, (3.69) 
ax! Opp pz axt 

Oky oy 9% Ox 9 (3.70) 
ax? Py Py at 

Gy oy | hn Oh у (3.71) 
at 7 Фрай С 


aS (Oh ди 
oP; 95 (5 7) | 
OL, | PS | 
dx! ax! 
cae tae a ° 
Op; 2 Op, др, 2 Op, Op, 
aes 9% 0х 075 


= ——— 


A 
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д5 PL, 91° д aL, ax 
eee 4 Oe бк, Aly OX | _ 


ax! ap; | ax! ap, ax! Pr = Pr дл 
— FS _(__ д Hn dy, Ade | Woe \ _ * 
ax! др; ax? 8p, op; ax! Op, ax! ax! Op; 
eS arn ay OS dh aX 


? 


ax! др; P71 ayt дх др; ar! OP 1 


Итак, 
ИФ = 
up (oe вы Ват, OI 


On AX ALgdy , OL, ax _ 095 дАбх, S_OK y 


Ax! Py — PF yl PZ at x! Ax! Обр, x! Ap; axl OP, 
Ou ax 1 05 д, 05 Dh OY о. 


Ax! бр 2 OP; PF То — Ax! Op, ЭР! gyT ap; ax! 
9\0х dN 9х ( О | 10 _ i OL 


дхдр apox Op — бр "2 ax Op Oh о 


[+ (= 9) 21 ге | | 
dt др др] дх 2 дхдр Oh о 


Таким образом, 


= [4 [0% 8%) д 1 9% | Aly 
—. ( a (5 Ble 2 dx dp ae ah _)elmed RL) 
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